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Prefaci

Els conceptes i les idees matematiques que es tracten en els curriculums de Se-
cundaria Obligatoria i Batxillerat, sén presentats als alumnes, més sovint del
que seria desitjable, d'una forma tancada i acabada. S’oblida que han sorgit
després d’un llarg procés de gestacié, en el que han aparegut plegades les in-
tuicions més fecundes amb d’altres d’esterils, les quals han configurat les seves
presentacions successives. Al llarg de la Historia, aquestes idees han estat gene-
rades per diversos tipus de problemes, de caire practic o teoric, pertanyents a la
propia matematica o a d’altres disciplines. El coneixement d’aquests problemes,
i estudi de I’evoluci6 del seu tractament i dels nous problemes que han generat,
proporciona els fonaments per a la comprensié de les idees i conceptes que n’han
resultat. La reflexié al voltant d’aquest fet, i les caracteristiques del binomi en-
senyament /aprenentatge, ha portat a molts professionals de les matematiques i
de la seva docencia, a assumir amb més o menys matisos que:

La immersié en el fer matematic i el seu aprenentatge reprodueix, a
grans trets, en una série resumida, totes les etapes del desenvolupament
general d'aquest fer al llarg de la Historia.

Aix0 ha conduit, en les ultimes décades, a la consideracié d’una inversié en la
metodologia usada pel professorat en la seva tasca. El metode resultant d’aquesta
inversiod, el qual rep la denominacié de métode genétic, pot ser caracteritzat per:

— La rellevancia de l’estudi dels problemes clau de la Historia de la Ma-
tematica que han provocat 'aparicié i el desenvolupament de les idees
matematiques. Aquest estudi comporta el descobriment de la il-lacié entre
els origens d’aquestes idees i la seva evolucié posterior. Aix0 és essencial
de cara a la comprensié de les intuicions inicials i de les idees que en sor-
geixen, les quals queden amagades en els estadis finals de la seva evolucid,
sota una presentacio forca més rigorosa i formalitzada.

— La comprensié de les dificultats de ’alumne, a partir de les dificultats
aparegudes al llarg de la Historia en aquest procés evolutiu.
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— L’elaboracié d’una guia de treball, des del marc de reflexié originat en els
dos primers apartats. Aquesta hauria de permetre a ’alumne, ’adquisicié
dels conceptes i idees, mitjancant la recreacié simplificada de les diferents
etapes d’evolucié d’un problema inicial, en un procés de recerca personal®

Aquestes caracteristiques ens aboquen al tema objecte d’aquesta obra:

L’estudi dels tractaments inicials d’una col-leccié de problemes i qiies-
tions implicades en les idees i conceptes matematics que soén tractats
a les aules de Secundaria Obligatoria i Batxillerat, i del camp més
extens que ha de coneixer el professorat per tenir-ne una perspectiva
prou amplia.

Amb els estudis realitzats i les activitats desenvolupades es pretén fer una apor-
tacié que faciliti 'accés del professorat a materials que tractin ’evolucié de les
idees matematiques en el domini de la Geometria i la Trigonometria, i en al-
gunes questions de I’Aritmeética. D’aquesta manera s’afavoreix la realitzacié
d’experiéncies a l'aula en que s’adopti el metode genetic, i que es pugui valo-
rar la conveniencia d’integrar aquesta metodologia, amb d’altres metodologies
innovadores, en el procés d’ensenyament /aprenentatge. Des d’aquesta posicié s’-
ha cregut convenient la inclusié d’activitats que admetessin un tractament amb
eines informatiques que explicarem una mica més avall.

Per ampliar el marc de reflexi6 sobre 'interes d’aquest enfoc, en que s’atorga
un paper protagonista a ’observacio i estudi de la gestacié de les idees, presento
una mostra dels escrits d’alguns professionals que han meditat sobre el tema:

David Hilbert (1899) Tot i que les bases del metode genétic es troben implici-
tes o enunciades en treballs més antics 2 la primera vegada que hem trobat
el terme “genetic” per designar-lo és a Hilbert, en 'apéndix 6 de [HILBERT
[1899], 244 de l'edicié de 1991. Allf explica que en I’Aritmetica, el nom-
bre real s’introdueix a partir de successives ampliacions —provocades per
exigencies de generalitzacio en la practica de les operacions—, del concepte
de nombres més senzills. Anomena explicitament meétode genétic aquesta
manera de procedir. El contraposa al métode axiomatic, el qual presenta en
el terreny de la Geometria; finalment expressa la seva opini6 sobre la con-
veniencia de cadascun d’ells i, concretament, la del primer en el camp de la

! Aquestes caracteristiques concreten el significat del terme genétic en el sentit de generaci6
o gestacié de les idees.

2Transcrivim una cita de Phillip. S. Jones ,—vegeu «The role in the History of Mathematics
of Algorithms and Analogies>, [(OC.LEM| [1995], 13—, en que atribueix a Pedro Nuinez [1502-
1578] —matematic portugueés conegut per Nonnius i que va idear el “nonius”, instrument de
mesura de precisié—, les paraules segiients: <Oh que bé hagués estat, si aquells autors que han
escrit matematiques ens haguessin lliurat les seves invencions ...de la mateixa manera i amb el
mateix discurs tal com les van descobrir.>
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pedagogia: «Malgrat el gran valor pedagogic i heuristic del métode genétic,
mereix la preferéncia el métode axiomatic per a la presentacié definitiva del
nostre coneixement i la seva plena seguretat logica>.

Henri Poincaré (1908) En el capitol II de [POINCARE, [1908], 99 de ’edicié
de 1963, en que tracta sobre les definicions matematiques i I’ensenyament,
afirma: <Els zoolegs pretenen que el desenvolupament embrionari d'un animal
resumeix en un temps molt curt tota la historia dels seus avantpassats des dels
temps geologics. Sembla que passa el mateix amb el desenvolupament dels
esperits. L'educador ha de fer passar el nen per on han passat els seus pares;
més rapidament pero sense saltar-se cap etapa. D'aquesta manera, la historia
de la ciencia ha de ser la nostra guia primera.>

Felix Klein (1908) (Extret de KLINEI[1973], 49 de l'edicié de 1984). Referint-
se al metode genetic, a la seva obraKLEINI [1908] diu: <Un obstacle essencial
per a una difusié d'aquest metode, natural i veritablement cientific, és la falta
de coneixements historics que sovint es fa notar. Per combatre aixo0, he intentat
que el text inclogui notes historiques. En fer-ho confio haver posat de relleu
amb quina lentitud s'han produit totes les idees matematiques; com, quasi
sempre, han aparegut primer en esbds i només han cristal-litzat després de llarg
temps en la forma definitiva que resulta familiar en 'exposicié sistematica.>

George Polya (1962) En el seu escrit [POLYAl [1962], aquest autor es fa la
pregunta segiient: <fins a quin punt i de quina manera el curriculum de les
matematiques a |'ensenyament secundari és paral-lel a I'evolucié historica de
les Matematiques?>. Tot seguit concreta la seva pregunta en el paper de
les demostracions. Arriba a la conclusié que, en establir el curriculum,
s’hauria de fer un estudi sobre els diferents nivells de demostracio i que per
aixo caldria <una combinacié ben equilibrada d'almenys tres elements:

1) Una experiéncia autentica de les recerques matematiques.

2) L'observacié amigable de persones com nosaltres mateixos i de nois d'e-
dats diverses a les classes on pugnen per comprendre les proposicions
matematiques.

3) El coneixement d'almenys certes fases de la historia de les Matematiques,

suficient per fer-nos reconeixer el nivell de la demostracié tractada i
informar-nos sobre ella.

Seria d’altra banda dtil, poder considerar els diversos nivells de demostracié
com les etapes successives d'una serie evolutiva.>

Harold M. Edwards (1977) En el prefaci dITEDWARDS|[1977] proporciona una
definicié del metode genetic com «I'explicacié o avaluacié d'una cosa o esde-
veniment en termes del seu origen i desenvolupament>. Recoltzant-se en Otto
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Toeplitz, —vegeu el prefaci de [TOEPLITZI [1949]—, afirma que <I'esséncia
del metode genétic consisteix en observar els origens historics d'una idea per
tal de trobar la millor manera de motivar-la, i estudiar el context en el qual
I'introductor de la idea treballava per tal de trobar la qliestié essencial que ell
s'esforcava a resoldre>. Finalment, després de defensar la importancia de
les preguntes davant les respostes, arriba a dir: «He trobat que la millor
manera de superar la dificultat d’aprenentatge d’'una teoria matematica abs-
tracta és seguir el consell de Toeplitz i ignorar els tractats moderns fins que
hagi estudiat la génesi de cara a coneixer les preguntess.

Joan Girbau (1984) En la conferéncia [GIRBAU| [1984], parlant de la nostra

formacié matematica afirmava —resumeixo—: <Primer apreniem a resoldre
problemes de caracter practic sense pretendre cap mena de rigor en la intro-
duccié dels conceptes i propietats necessaries per resoldre'ls, i aixd corresponia
al periode egipci i babilonic; més endavant, a partir dels criteris de congruéncia
i semblanca de triangles, anavem bastint I'edifici geométric tot demostrant te-
oremes cada cop més complicats, i aix0 corresponia a I'época dels Elements
d'Euclides; una mica més grans, ens adonavem de la falta de rigor de molts
dels conceptes i demostracions fetes, representant aixo una situacié paral-lela a
la que van travessar els matematics posteriors. Més endavant se'ns comencava
a introduir les idees de Descartes, i descobriem com ['algebra podia esdevenir
una eina preciosa en la resolucié de problemes geometrics. Jo séc de I'opinid
que, sempre que es pugui, s'ha de respectar, en I'ensenyament, |'ordre historic
en que les idees s'han desenvolupat.>.

Miguel de Guzman (1992) A Darticle GUZMAN [1992] afirma que: <Normal-

ment la historia ens proporciona una guia magnifica per emmarcar els dife-
rents temes, els problemes dels quals han sorgit els conceptes importants de la
materia, i fa llum per entendre la radé que ha portat I'ésser huma a ocupar-se'n
amb interés. Si coneixem |'evolucié de les idees de qué pretenem ocupar-nos,
sabrem perfectament el lloc que ocupen en relacié a les diferents conseqiiéncies,
les diferents aplicacions interessants que n'han pogut sorgir, la situacié recent
de les teories que se n'han derivat, etc.>. Més endavant, a 'apartat “Sobre
el paper de la historia en el procés de formacié del matematic”, diu: <El
professorat hauria de saber com han passat les coses per:

— Comprendre les dificultats de I'home genéric, de la humanitat, en I'ela-
boracié de les idees matematiques, i a través d'aixo, les dels seus propis
alumnes.

— Entendre millor la il-lacié de les idees matematiques, dels motius i varia-
cions de la simfonia matematica.

— Utilitzar aquest saber com una guia sana per a la seva propia pedagogia.>
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Camino Candn (1993) Toeplitz i Edwards, citats anteriorment, coincideixen
en que cal no confondre aquest metode amb fer Historia de la Matematica.
Fer Historia exigiria una acurada i exhaustiva descripcié i estudi de les
persones, les circumstancies, els intents infructuosos de resolucié dels pro-
blemes, les conjectures fallides, etc. El metode genetic esta més d’acord
amb la setena tesi de Camino Candn, a|CANONI [1993], 404, —compartida
en el proleg de I'obra per I’eminent “mestre” de matematics, doctor Al-
bert Dou—F en qué diu: <La comprensié d’'un problema no requereix, ne-
cessariament, recorrer el seu procés historic, ni familiaritzar-se amb els diversos
llenguatges en que va ser formulat, aixi com amb els diferents métodes de de-
mostracié que aquests llenguatges portaven annexos. Pero el “llenguatge més
perfecte”, per si sol, pot no descobrir la complexitat del problema. Pot requerir
el complement de llenguatges menys precisos, que van vehicular el seu procés
de gestacié>.

Aixi, el metode genetic fa us de la historia, escollint les maneres de fer, les
conjectures, les situacions que li poden ser de profit de cara a la consecucid
de l'objectiu perseguit: trobar la pregunta essencial que genera les idees
i seguir-ne el fil fins la presentacié final més obscura i tancada. Tot aixo
no impedeix que per motius psicologics o pedagogics, aprofiti, quan convé,
els desenvolupaments esterils, ’estudi del context i de les persones, amb la
finalitat de donar noves dimensions a la comprensié de les idees estudiades.

Shmuel Avital (1995) A l'article <History of Mathematics Can Help Imopro-
ve Instruction and Learnings, (OC.LEMI [1995], 312, defensa que la forma-
ci6 dels futurs professors de Matematiques ha de passar pel coneixement
del desenvolupament historic de la matematica, per tal de contribuir al
seu aprenentatge i docencia. Diu textualment: <Es feina nostra organitzar
I'educacié de manera que transmeti als nostres estudiants els atributs basics
de les matematiques com a part de la cultura humana. Podem aconseguir-ho
relacionant els temes que impartim amb els seus desenvolupaments historics.
Com hem vist:

1) El desenvolupament historic pot alliconar-nos sobre les possibles dificul-
tats de I'aprenentatge.

2) Ens pot ajudar a perfeccionar la tasca docent del procés de creacié en les
matematiques.

3) Pot induir a la creacié d'un clima de recerca i investigacié i no tan sols
de transmissié d'informacid.

3 Albert Dou és membre de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales i
professor emerit de la Universitat Autonoma de Barcelona. Sempre ha manifestat gran interes
en l'estudi de I'evolucié de les idees matematiques i dels seus fonaments. Trobem d’interes de
cara a la formacié dels professors de Secundaria, les publicacions [Doul [1967, 1970, 1986, 1992].
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4) Ens conduira a I'Gs d'exercicis en qué hi ha una recerca progressiva d'un
objectiu, el qual pot ser assolit gracies a I'acumulacié de dades.

5) Ens ensenyara a incloure problemes en qué la reposta és “Aixd no és
possible.”

6) Si exposem els nostres alumnes a problemes oberts, els mostrarem que la
matematica és un camp obert en qué |'esfor¢ per resoldre problemes pot
ser una activitat emocionant.

7) Ens ajudara a humanitzar les gliestions mitjangant la presentacié als nos-
tres estudiants dels aspectes afectius de I'activitat humana.>

Ernst Hairer i Gerhard Wanner (1996) Emmarquen el prefaci de la seva
obra HAIRER—WANNER! [1996], en tres cites. Una d’elles és de Félix Klein,
qui explica que la seva presentacié a I'obra [KLEIN| [1908] s’aparta de les
presentacions classiques dels llibres de text, entre d’altres coses, per I’emfasi
que posa en el desenvolupament historic, advertint als futurs professors
que haurien de prendre nota de les seves indicacions al respecte. Seguint
el seu consell Hairer i Wanner presenten ’Analisi amb I'intent de restaurar
Pordre historic, i remarquen que aquest treball és fruit d’un llarg periode
de docencia.

Marc referencial i justificacio

L’elaboracié d’aquesta obra ha estat emmarcada per les consideracions que hem
exposat i per I'estat actual dels materials existents, relacionats amb 'estudi i
comprensio de la genesi de les idees matematiques. Fer una aportacié per a la
superacié d’aquest marc, és 'objectiu dels estudis i activitats que es presenten.
Esquematitzaré la situacié en dos apartats referents, respectivament, al profes-
sorat i a I’alumnat:

e Professorat

La formacié de professors de matematiques a ’ensenyament secundari presenta
deficiencies greus des dels seus primers estadis:

— Una gran part dels professors formats a les Facultats de Matematiques hem
rebut una preparacié en qué ha dominat la linia de la dedicacié a la recerca
fonamental. Les qiiestions relacionades amb la psicologia de I’aprenentatge
matematic i la Historia de les Matematiques, entre d’altres, han ocupat en
general un lloc secundari.
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— En el cas dels professors provinents de I’Ensenyament Primari, la situacié
es pot agreujar per I'infim nombre d’hores dedicat a qualsevol tipus de
formacié matematica en els seu estudis@

— Tampoc es pot ser optimista de la formacié rebuda per la resta de profes-
sors, provinents de les diverses Facultats de Ciencies i Escoles Tecniques;
en la majoria dels casos es centren en ’adquisicié de metodes i habilitats
algoritmics, o bé en la memoritzacié de teories mai relacionades amb els
estudis del seu interes.

Aixo planteja la necessitat d’una formacié continuada del professorat en que es
treballin les parts deficitaries. En aquest punt, si estem d’acord en la consideracié
del metode genetic, com a una eina valida en la practica del fer matematic, ens
trobem amb una dificultat essencial: els textos originals dels moments clau de la
Historia de les Matematiques, els estudis existents i el material elaborat segons
la linia genetica abunden en llengua estrangera perd no en la nostra llengua.
Aquests textos no sempre sén facils d’aconseguir i, en cas de poder-ho fer, no és
gens senzilla la labor d’ordenar-los, seleccionar-los, traduir-los, fer-ne una reflexié
acurada i elaborar un material aprofitable per a la nostra tasca docent. Un dels
motius principals d’aquesta dificultat rau en que la magnitud de I’empresa re-
quereix, a part de la vocacid, una disponibilitat temporal dificilment compatible
amb la total dedicacié que requereix la tasca docent i tutorial a ’ensenyament
secundari. Des d’aquesta perspectiva, és d’indubtable interes 1’elaboracié d’un
ventall ampli i compacte d’estudis i activitats del camp de les idees relacionades
amb el curriculum de la Secundaria Obligatoria i del Batxillerat, i del camp de les
idees, més ampli, sobre el que ha de treballar el professorat per tal de tenir pers-
pectiva sobre aquest curriculum. Aixi, amb aquesta obra, s’ha pretes facilitar
I’accés a materials, en llengua catalana, que permetin apropar el professorat al
fer matematic i docent, d’acord amb les perspectives presentades, amb un estalvi
sensible de temps i esfor¢. D’altra banda, aixo estaria en la linia de contribuir
a la satisfaccié d’algunes de les necessitats del professorat que planteja Alan J.
Bishop. Aquest autor defensa, a partir d’una analisi dels tipus d’activitats d’a-
prenentatge que necessiten els alumnes® que <el que els professors necessiten no
son llibres de text [tal com sén concebuts actualment] siné:

— Idees per ensenyar diferents temes matematics.

— Un banc d’activitats matematiques.

4En relacié a aquests dos apartats, vegeu linforme [AAVV [1999] de la reunié convocada per
la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales els dies 5 i 6 de febrer de 1999.

5En els dltims anys es percep un esfor¢ per trencar aquesta inércia per part d’algunes edi-
torials i la Societat Catalana de Matematiques.

$Vegeu [BISHOP| [2000].
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Materials per copiar o modificar segons I'is especific que se'n faci.

Recursos per a I'avaluacio.

Pagines web, ordinadors, calculadores.

Exemples de models curriculars d'altres escoles.>

e Alumnat

Una analisi des del punt de vista dels materials amb que tracten els alumnes en
la seva tasca d’aprenentatge, permet d’establir les consideracions segiients:

a) Materials amb suport impres: Els manuals dels cursos regulars, la manera
d’utilitzar-los, i el sistema de creences que envolta el mén de I'alumne, no es
caracteritzen, en general, per creure en la bondat i els avantatges que comporten
la presentacié o la utilitzacié de situacions inspirades en les que van originar els
nous conceptes i les noves idees que ’alumne troba en el cami de ’aprenentatge.
Una bona prova ens la proporciona el fet que els nous alumnes que arriben a les
nostres classes confonen ’aprenentatge de fer Matematiques, amb I'aprenentatge
memoristic dels metodes de resolucié de problemes. Es dificil fer Matematiques
sense, primerament, haver esbrinat i entes bé quines sén les preguntes i haver-se
submergit en ’evolucié d’aquestes i les seves respostes.

En aquest obra s’han elaborat materials que pretenen afavorir aquesta recerca
i reflexi6 sobre les preguntes clau de cara a la comprensié dels problemes i les idees
que contenen. S’ha pretes que part dels materials, en alguns casos puguin ser
directament utilitzats pels alumnes, i en d’altres se’n pugui fer una adaptacié per
part del professorat. Finalment, també poden servir d’inspiracié a la creacié de
nous materials amb aquesta orientacié genética, i d’estimul en la recerca per part
del professorat. Tot aix0 reverteix directament sobre ’alumnat, amb actuacions
i propostes metodologiques que estaran més d’acord amb la linia exposada.

b) Materials amb suport electronic: Existeix abundancia de programari in-
formatic per a la realitzacié de tasques relacionades amb les matematiques. Con-
cretament, CABRI II per a Windows és un programa que la Generalitat ha pro-
porcionat als centres de secundaria, i DERIVE per a Windows és un programa
d’un cost economic acceptable per a ’economia dels centres d’Ensenyament Se-
cundari i d’un s amable per als usuaris. La creu de la moneda es que, tot i
existir aplicacions desenvolupades amb aquest programari en qué es pot perce-
bre el seu valor com a eina vehicular en la tasca d’enseyament/aprenentage, no
son massa nombroses, i moltes vegades es mouen al voltant dels mateixos topics.

D’altra banda, en un context més general, el rapid desenvolupament de les
noves tecnologies, i la indiscriminada i abundant informacié a la que donen accés
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de manera simple i immediata, oculten les possibilitats reals de la de la seva
integracié en el procés d’ensenyament/aprenentatge. Cal redescobrir el valor
d’aquesta eina en aquest procés, i trencar amb les concepcions ingenues basades
en 'opinié que “les maquines ho solucionen tot, només cal prémer un parell de
tecles”, les quals condueixen a fer-ne un s superficial i no creatiu. Aixo moltes
vegades reverteix en una desmotivacié en ’aprenentatge del seu s, sigui perque
es pensa que és un afer trivial o, molt al contrari, que la “magia” que permet
el “miracle” d’aquest funcionament, que es creu tan simple, és incomprensible.
Aixi el tractament amb eines informatiques és convenient per a que els alumnes
s’enfrontin a aquestes creences i:

1) Abandonin els prejudicis irracionals envers aquestes eines.

2) Diferenciin i identifiquin els diferents tipus de programes que possibiliten
els tractaments numerics, formals, de representacié grafica i dinamica, dels
problemes matematics.

3) Reflexionin sobre el paper de la informatica com a eina que pot ser uti-
litzada en la tasca de captar les idees essencials de la matematica, gracies
al tractament que fa dels seus problemes, i de 'estalvi que proporciona en
I’execucid de tasques rutinaries que només requereixen l’aplicacié repetida
d’automatismes, els quals, un cop compresos i adquirits, no aporten res a
I'augment de la comprensié.

4) Copsin els avantatges de fer tractaments interactius i dinamics i siguin
capacos d’incloure’ls en activitats de recerca i de resolucié de problemes.

Amb la creacié i desenvolupament d’activitats susceptibles de ser tractades amb
el programari CABRI de geometria dinamica, i DERIVE de calcul numeric i
formal dotat amb un senzill i eficient llenguatge de programacié, s’ha pretes
incidir en cadascun d’aquests aspectes.'zZ|

Materials que es presenten

Aquest llibre ha estat redactat i editat amb el programari associat al sistema
KTEX 2: d’edicié cientifica. Per a la part grafica, s’ha utilitzat el programa
Corel-Draw en I’elaboracié de totes les imatges que s’hi presenten. Quant al seu
contingut, ’obra es compon de:

— Set capitols que presenten el desenvolupament dels estudis fets, classificats
en els apartats que s’indiquen a 'index, i la proposta de 183 activitats que

"Les activitats desenvolupades amb DERIVE sén en nombre inferior que les tractades amb
el CABRI, pero forga il-lustratives, degut al reduit tractament de qiiestions de calcul numeéric
i formal que s’ha dut a terme.
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s’hi relacionen. Aquestes es presenten amb una icona que suggereix els
diferents nivells a qui van dirigides:

E : Alumnes de 1r. cicle I’ESO.
|_2 : Alumnes de 2n. cicle ’ESO.
|§ : Alumnes de Batxillerat.

F :  Professorat

— Un capitol que conté transcripcions i traduccions d’una mostra de les fonts
utilitzades.

— Un capitol amb indicacions i desenvolupaments de totes les activitats pro-
posades.

— Un recull bibliografic amb 198 entrades.

En el CD-ROM que acompanya el llibre s’hi troba la carpeta Activitats
amb set subcarpetes Actx —una per a cadascun dels set primers capitols del
llibre, 1 < < 7— en que hi ha els fitxers amb les versions de les activitats que
han estat tractades amb el programari CABRI i DERIVE. Els fitxers CABRI
tenen les extensions FIG i MAC, i els fitxers DERIVE I'extensié MTH; les referencies
a aquests fitxers es troben en el capitol 9 del llibre, el qual esta dedicat a la
resolucié de les activitats proposades en els capitols anteriors. També hi trobem
les carpetes Altres i Tragar de les quals informem a linici del capitol 9. El
nombre total de fitxers elaborats és de 200.

Us dels materials

Tots aquests materials poden constituir una referencia important en la generacio
de recursos didactics per als curriculums que utilitzin estrategies metodologiques
basades en el metode genetic. D’altra banda, el professorat pot fer un us directe
a les aules de les activitats proposades i desenvolupades, independentment de les
estrategies metodologiques emprades. Dos exemples en poden ser, I'utilitzacio
de:

— Les representacions pas a pas fetes amb el CABRI, amb ’ajut d’interrup-
tors, per a la presentacié de teoremes com el de Pitagores, o construccions

com la del pentagon regular i la quadratura del cercle®

— Les funcions de calcul aproximat d’arrels numeriques, creades amb el DE-
RIVE, per a la visualitzacié grafica dels algoritmes utilitzats@

8Vegeu els fitxers Eui47tr.FIG del capitol 1, Pentapto.FIG del capitol 2 i Quadc.FIG del
capitol 6.
9Vegeu el fitxer Codiarre.MTH del capitol 2.
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Una part important dels estudis fets poden ser consultats per I'alumnat de
Batxillerat de manera directa. La seva utilitat consisteix en qué proporciona
una visié alternativa dels continguts curriculars. També, poden constituir una
referéncia important en la proposta i elaboracié de treballs de recerca centrats en
el terreny del tractament dels problemes i les idees matematiques, i en el d’algu-
nes direccions transversals de relacié amb d’altres disciplines. L’aportacié que es
fa en aquest domini pot contribuir al treball interdisciplinar entre departaments
interessats en una visié integradora del fet cultural, i es concreta en els punts
segiients:

— Historia i genesi de les idees matematiques, que enllaga la Matematica, la
Filosofia i la Historia. Tot el treball esta immers en aquesta relacié d’una
manera implicita, essent els capitols 1, 3 i 6, on trobem més explicit aquest
triple enllag.

— Construccions geometriques planes i perspectives, que enllacen la Ma-
tematica, el Dibuix lineal i el Disseny Artistic i Grafic. A tots els capitols,
excepte el quart, hi trobem exemples. Mereixen consideracié especial els
capitols 6 i 7, en els quals es pot copsar un camp immens de possibilitats
de relacié entre aquestes disciplines.

— En el capitol 5 i en una qiiestié del capitol 4, s’han tractat algunes relacions
amb I’ Astronomia.

Quant al programari informatic, a les activitats es potencia el seu us, mit-
jancant les aplicacions informatiques creades en el seu desenvolupament. Aixi, es
pretén que quedi palesa la seva rellevancia com a eina de presentacio i de recerca
de les qiiestions més diverses.

Agraiments

Finalment, voldria expressar el meu agraiment als qui han contribuit a la gestacio
i elaboracié d’aquest text. Al Departament d’Enseyament de la Generalitat de
Catalunya que em va proporcionar el temps necessari amb la concessié d’una
llicencia retribuida per a un any. Al doctor Josep Pla, professor del Departament
de Logica, Historia i Filosofia de la Ciencia de la Universitat de Barcelona, que
va accedir a la seva supervisié d’una manera totalment desinteressada. Sense el
seu suport i consell al llarg dels anys, aquest treball tindria molts més defectes
que els que ara té. Al doctor Albert Dou que em va introduir als Elements
d’Euclides, i per qui sento una gran admiracié i amistat. Als professors i amics
Paco Alejandre i Carme Gir6 de qui vaig aprendre, ja fa alguns anys, a trobar
el meu lloc en la feina de professor d’'Institut. Al professor Ramon Masip amb
qui he col-laborat aquests ultims anys i en qui he trobat un suport professional
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incondicional que s’ha convertit en amistat. A tots els professors i professores de
Matematiques dels Instituts Pons d’Icart i Mart{ Franques que han sabut escoltar
i discutir les questions que els plantejava, aixi com a la resta del professorat del
Institut Pons d’Icart que sempre m’ha animat. Al professor i amic Josep Maria
Jornet que m’ha proporcionat un ajut insubstituible en les meves relacions amb la
informatica. A I'antic company d’estudis Albert Armenteras, a qui vaig retrobar
després d’'un bon grapat d’anys, en que es va encetar un nou periode d’amistat
i col-laboracié. A tots els alumnes i ex-alumnes, font de motivacié de moltes
idees, i, en especial, al Jordi Tutusaus i al Dani Martinez als qui m’uneix una
gran amistat. A tots els professors que van dedicar una part del seu temps a la
meva formacié. I molt especialment, a la Marta, la Rebeca i la Rosa, que sempre
han estat alli, al meu costat, i als meus pares que van accedir amb el seu esforg,
a que tingués la meva oportunitat.

RAMON NOLLA I SANS
Tarragona, setembre de 2001
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Capitol 1

Origens del metode axiomatic

deductiu. El llibre I dels
FElements d’Euclides

1.1 L’origen de la Geometria

El contingut dels documents més antics que fan referéncia a la geometria, fa
pensar que aquesta neix i es desenvolupa estretament lligada a les exigencies
practiques de l'organitzacié social en aspectes diversos: des de la construccid
d’altars i monuments, fins a la mesura de superficies per als repartiments de terres
o el calcul de volums per a ’emmagatzemament de cereals o d’altres materies.
Se’n troben testimonis en totes les civilitzacions, tauletes babiloniques, papirs
egipcis, tractats xinesos i indis, i relats dels historiadors grecs.

Herodot [v aC] relata que el faraé Sesostris (Ramses II) [ca. 1300 aC] dis-
tribuia la terra entre els egipcis en parcel-les rectangulars; a canvi, aquests li
lliuraven unes taxes anuals. Quan el Nil inundava una part dels terrenys, els
agrimensors del farad certificaven la rebaixa que s’havia de fer en la taxa, d’a-
cord amb la superficie inundada. Finalment afirma que <aquest és en la meva
opinié l'origen de la geometria la qual va passar als grecs>.

Segons Climent d’Alexandrial | Democrit, filosof i matematic del segle v aC,
afirmava que ningu el superava <en tragar linies en les figures i provar les seves
propietats, ni tan sols els anomenats “tibadors de corda”2 a Egipte>. Aquest terme
evoca igualment ’apropament empiric dels egipcis a la Geometria.

Les tauletes babiloniques presenten en gran part llistes de nombres consis-

! Aquesta cita i anterior es poden trobar a[HEATH [1921], 121 de 'edicié de 1981.
2Del terme grec harpedonaptae. Es pot seguir el rastre etimologic des del terme arpentage,
en llengua francesa, que significa agrimensura.
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tents, entre d’altres coses, en taules d’inversos i productes, i també d’algoritmes
de resolucié d’equacions, les quals venen sovint originades pels problemes ge-
ometrics de calcul d’arees i volums. Una de les tauletes més espectaculars per
la seva complexitat, la qual és exemple de la profunditat dels coneixements ba-
bilonics, és la Plimpton 3228 Aquesta proporcionava, —juntament amb la part
que hi falta—, una col-leccié de terns pitagorics, la qual cosa invita a creure en
I’assumpcié del teorema de Pitagores prop de 2000 anys abans de Crist.

Les dues obres capitals més antigues que es conserven de les matematiques
xineses so6n el Zhoubi Suanging dedicat a les matematiques i 'astronomia, i el
Jiuzhang Suanshu, en que es presenten solucions de problemes matematics de la
vida quotidiana, com ara repartiments proporcionals i calculs d’arees i volums
entre d’altres® Aquestes sén dues obres de dificil datacid, representatives del
desenvolupament de la matematica xinesa en el periode x1 aC — 11 dC.

A Dantiga India els textos matematics més antics els trobem en els Sulvasu-
tra® i tres dels més importants van ser escrits, —per ordre d’antiguitat a partir
del 800 aC,— per Baudhayana, Apastamba i Katyayana. Tracten amb molts ti-
pus de qliestions geometriques elementals, com la construccié de perpendiculars,
quadrats, trapezis, transformacié d’arees, quadratura de cercles, etc.; també s’hi
troba una formulacié general del teorema de Pitagores i el calcul aproximat de
V2. Moltes d’aquestes qiiestions sén presentades sota la forma de procediments
per a la construccié d’altars. Els continguts sén similars en els tres autors, essent
el nombre de construccions del segon menor que el del primer, i la presentacio
del tercer més sistematica®

El denominador comu de totes aquestes obres és ’absencia de demostraci-
ons, si més no, tal com avui les entenem hereus de la tradicié grega nascuda
amb els filosofs presocratics. No sabem si els preocupava 'existéncia d’alguna
forma de veritat matematica i, en cas afirmatiu, de quin tipus podia ser aquesta.
Calien demostracions dels metodes exposats? Calia convencer de la correccié
dels metodes? No sembla que aixo fos important, com a minim per als lectors
dels textos escrits, encara que hi ha indicis d’interes en aquest tema entre alguns
autors. Algunes resolucions presentades en el textos escapen a la simple classifi-

3Gerd estudiada en el capitol 4.

NMARTZLOFE [1987], 13, tradueix Zhoubi Suanging com Canon de calculs gnonomics de
la dinastia Zhou, —s’entén “canon” com a conjunt de regles—, mentre que cita la traduccié
proposada per [NEEDHAM| [1959], 19, i adoptada per [LI_YAN—DU SHIRANI [1963-64], 25 de
l’edicié de 1987, L’Aritmética classica del gnomon i de les trajectories circulars del Cel, les dues
justificades sobre la doble accepcié del mot “zhou”, el qual es pot referir a la dinastia Zhou,
pero també té el significat de perimetre. Quant al Jiuzhang Suanshu, és traduit per|L1 YAN—DU
SHIRAN] [1963-64], 33 de I'edicié de 1987, com Els nou capitols sobre l’art matematic.

5Sulva: corda per efectuar mesures; sutra: regla relativa a una ciéncia; sulvasutras: “regles
de la corda”.

6Una presentacié de la geometria en els Sulvasutra la trobem a [DATTAl [1993], BAG! [1979],
103-135, i [GHEVERGHESE| [1991], 308-322 de I’edici6 espanyola de 1996.
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cacié de recepta i deixen entreveure una ombra de justificacié, de necessitat de
convencer, de llavor del que més endavant s’entendra per demostraci¢?

Mostrarem dos exemples que escapen al model de presentacié de resolucié
de problemes com a simple recepta. El primer esta extret del papir de Rhind,
i tracta de la quadratura del cercle; el segon esta extret del Zhoubi Suanging i
tracta del teorema gougu (teorema de Pitagores). També presentarem un pro-
blema aritmetic del qual es facil conjecturar I'origen geometric de 1'algoritme de
resolucié, la qual cosa ve a reforcar el paper original de la geometria com a eina
lligada a les aplicacions, en aquest cas lligada al calcul de v/2.

1.1.1 L’area del cercle en el papir de Rhind.

L’escriba Ahmes va redactar aquest papir 'any 1650 aC, el qual segons ell mateix
afirma, és una copia d’un escrit d’una epoca datada entre 1800 i el 2000 aC i
consta d’una col-leccié de vuitanta-set problemes® Alguns d’aquests tracten amb
arees de cercles, concretament en el problema 50 es considera un camp circular
de 9 “khets”@ de diametre i es demana la seva area. La solucié que dona sense
cap mena de justificacié és la Segiient.fHII

Restem 9 [és a dir 1/9] del diametre, és a dir un khet. El romanent és
8. Multipliquem 8 per 8, aixo fa 64. Consegiientment I'area és 64 setat.

O sigui que el metode per quadrar el cercle consisteix en construir un quadrat
de costat 9 — % -9 = % -9 = 8 i, en general, —si d és el diametre del cercle—
de costat d — §d = 5d. D’aqui resulta I’area del cercle A = (3d)2. Aix{ el valor
aproximat que s’ha considerat de manera implicita per al quocient w entre ’area
A del cercle i el quadrat (d/2)? del radi és

8 7\2 2
(59 (196> = 3.1605. ..

T2

Fins aqui, la presentacio de la solucié del problema ha estat feta de la manera
estandard, sense cap tipus de demostracié. Tanmateix, aix0 no passa en el
problema 48, en que es demana comparar ’area d’un cercle de diametre 9 amb
la del seu quadrat circumscrit de costat 9. La primera part la resol igual que en el
problema 50, i obté una area de 64 setat per al cercle. Quant al quadrat, actua
calculant el quadrat de 9 igual a 81. La novetat de la presentacié consisteix
en que aquests calculs venen acompanyats d’una figura en la qual apareixen

"Per a un comentari sobre aquest tema vegeu [BOYER [1968], 66-68 de 1’edicié de 1986.

$Vegeu [ROBINS—SHUTE| [1987].

9Un khet = 52.3 metres. Un setat = un khet quadrat.

10Vegeu [BECKMAN] [1971], 22-25, [DELAHAYE [1997] 139-146, [GILLINGS [1972], 139-146, [EN-
GELS| [1977], BERGGREN-BORWEIN-BORWEIN] [1997], 1-6 de I’edicié de 2000.



4 1. Origens del metode axiomatic deductiu. El llibre I dels Elements d’Euclides

un quadrat i un octagon inscrit amb la inscripcié de la xifra 9 —en escriptura
hieratical— en el seu interior. Es conjectura que aquesta presentacié escapa a
la qualitat de simple recepta i pretén mostrar un perque de la resolucié. L’any
1952, K. Vogel interpreta que es calcula 1’area del cercle comparant-la amb la
d’un octagon.

(N

Aquest resultaria de dividir el quadrat en 9 subquadrats iguals, agafant com a
vertexs de 'octagon els dos vertexs interiors de cada costat del quadrat principal.
Hi ha maneres diverses de justificar la qiiestio; una d’elles consistiria en calcular
'area de I'octagon 92 — 2 - 32 = 63, la qual coincideix aproximadament amb la
del quadrat (%9)2 = 64; una altra utilitzaria la férmula coneguda del babilonis
Va2 —-b~a— %,[B] de la qual no es té constancia del seu coneixement per part
dels egipcis, d’on s’obté v/63 = /81 — 18 ~ 9 — % =9-1=8.

1.1.2 El teorema gougu

En el Zhoubi Suanging ve representat el diagrama adjunt sense cap més comen-
tari, en que es representa el teorema gougu,ﬂ o teorema de Pitagores, en el cas
particular de costats 3, 4 i 5. Uns segles més tard un comentarista afegi el text
explicatiu segiient

Aixi, tallem [diagonalment] un rectangle [ABCD] d’amplada 3 [unitats]
i longitud 4 [unitats]. La diagonal [AC] entre els vertexs [oposats] sera
llavors de 5 [unitats]. Tot seguit, després de tragar un quadrat [ACPQ]
sobre aquesta diagonal, li circumscrivim semirectangles com el que hem
tallat per formar la lamina [quadrada]. Aixi els altres [quatre] semirec-
tangles d’amplada 3, longitud 4, i diagonal 5, fan conjuntament dos

HEorma abreujada de Iescriptura jeroglifica.

12Vegeu [GILLINGS| [1972], 142-143.

13Vegeu una conjectura sobre Porigen geometric d’aquesta aproximacié a lactivitat [CIIH

“Trobem a [L1 YAN-DU SHIRAN! [1963-1964], 29 de l'edicié de 1987, la segiient explicacié:
<Aqui la mesura vertical s'anomena “Gu" i significa mesura o escala. L'ombra d'aquesta mesura
projectada pel sol sobre un pla s'anomena “Gou” i la hipotenusa es coneix com a “Xian”, la corda
d'un arc. Aixi el triangle rectangle s'anomena “forma gougu”.

15 hem trobat traduit a[KaTzl [1993], 30, i [VAN DER_WAERDEN] [1983], 27, que 'han extret
de [NEEDHAMI [1959], 22.
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rectangles [d'area 24]. Llavors [quan aixd es resta de la lamina qua-
drada d’area 49], el romanent és d'area 25. Aquest [procés| s'anomena
“apilament de rectangles”.

Evidentment, tant si agafem el diagrama aillada-
ment com si li adjuntem el comentari, no es com-
pleixen els requisits que demanem actualment a una
demostracié. Tanmateix queda clara la intencié en
oferir quelcom més que una simple recepta en la B C
presentacié dels valors dels costats del triangle rec- P
tangle. Es cerca una justificacié visual basada en

la quadricula per tal de conveéncer de la veritat del M Q I
fet que si els catets tenen valors 3 i 4, la hipotenusa

té valor 5.
Amb el concurs del simbolisme algebraic actual és immediat convertir ’ex-

posicié anterior en una demostracié. Efectivament, considerem

a = amplada AB, b= longitud BC, ¢ = diagonal AC'.
Si comparem les arees de les figures obtenim,

NMLD =4-ACD + ACPQ = (a + b)? = 2ab + ¢* =
= 2 = (a+b)? — 2ab = a® + b2.

No cal recorrer a la nostra algebra per extreure una demostracié convincent
del diagrama anterior. Només cal considerar la part del diagrama inclosa entre
els vertexs del quadrat APQC.

A

@I@

)

(w\
o |~

Si fem girar PJ@Q, amb centre P, un angle de 90° [o —270°], i CI(), amb centre
C' un angle de —90° [0 270°], obtenim la superficie del quadrat de costat PQ com
a suma de les superficies dels quadrats de costats, respectivament, P.J i 7C'18

16E] matematic indi Bhaskara [x11] suggereix quelcom de semblant quan presenta el diagrama
de la dreta i afegeix com a tnic comentari “contempleu”.
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1.1.3 L’arrel quadrada de 2 en els Sulvasutra

En els Sulvasutra trobem un calcul de v/2 que exemplifica molt bé les especula-
cions dels historiadors sobre els origens geometrics del problema i dels procedi-
ments utilitzats. Es creu que el problema s’hagués pogut originar en el planteig
de la construcciéo d’un altar d’area doble que un altar donat. Si considerem un
altar quadrat de costat unitat el procediment, per aconseguir un quadrat d’area
doble que es troba en els tres autors citats, consisteix en augmentar la mesura
del costat en la seva tercera part, i aquesta tercera part en la seva quarta part
menys la trenta-quatrena part d’aquesta quarta part, d’on en resulta el valor
aproximat per excés del nou costat. Es a dir es proposa que

11
V214 -+

— =1.4142156. ..
3 34 3-4-34 o0

Tenint en compte que,
1.4142135 < V2 < 1.4142136,

'error comes és menor que 2.2 - 1076,

S’han proposat algunes conjectures sobre la manera d’arribar a aquest resul-
tat. Una d’elles es presenta amb un procediment totalment geometric

Considera dos quadrats Q1 i Q2 de costat unitat i fa successives i adequades
diseccions d’un d’ells per afegir-les a I’altre. La finalitat es aconseguir un quadrat
que aproximi per defecte el quadrat doble, i posteriorment un gnomon que també
I’aproximi per defecte. Llavors completa —fins a un quadrat— aquest gnomon i
obté una primera aproximacié per excés. Concretament:

\ \
R, R, Q
Q
Rl Rz QZ Rl T;
VT o
quadrat(Q,) 1 1/3 1/(3-4)

— Descompon el quadrat @1 en tres rectangles R; de costats 1 x 1/3.
— Afegeix dos dels rectangles obtinguts R i Ro al quadrat @9, fent coincidir
els costats unitat, i obté un gnomon.

"Vegeu [DATTAI [1993], 192-194.
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— Parteix el tercer rectangle R3 en tres quadrats iguals @, i n’utilitza un per
completar un quadrat de costat 1+ (1/3) a partir del gnomon anterior.

— Parteix el rectangle R3 — (), contingut en el quadrat ()1, en vuit rectangles
T; iguals, i els afegeix als costats del quadrat de costat 14 (1/3) per obtenir
un altre gnomon que tindra area doble que el quadrat inicial.

— A partir d’aquest gnomon completa un quadrat utilitzant un quadrat de
costat 1/(3 - 4).

Amb aquest procediment ha construit un quadrat que excedeix I'area 2 en aquest
petit quadrat de costat 1/(3 - 4). Conseglientment al costat d’aquest quadrat
completat aproxima per excés v/2 amb el valor

1 1
V25142 +—.
~ 3 34
Per corregir ’'excés, retalla dues tires rectangulars de costat x del quadrat com-
pletat de manera que I'area de les dues tires sigui aproximadament igual a I’excés.

Actua observant que si fos exactament igual s’hauria de complir

11 12
2r(1+-+-— ) —2>=(-—
$<+3+3'4> v (3-4>

i llavors,

(52)° z?

+ .
2(1+3+34) 2(1+31+35Y)

i

—1+1/3+1/(34)—

Si es prescindeix del segon sumand en resulta,

1 1
x> =
~2.(12+4+1)-3-4 3-4-34

i s’obté I'aproximaci6é per excés

I 1
3-4 3-4-34

1
\/§§1+§+

Activitats 1.1

1. Trobeu, sense recérrer a la trigonometria, una acotacié dels valors de w, [E,
imposant que 'area d’un cercle és major que la del seu octagon regular inscrit i
menor que la del circumscrit.
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2. En el Baudhayana trobem diverses construccions geométriques que recorden
Pestil de presentacié que fa la matematica grega dels problemes de transformacio
d’arees. En triarem dues relacionades amb el teorema de Pitagores13

Construccio 1: Construir un quadrat com a diferencia de dos quadrats.

Per sostreure un quadrat PQRS d'un quadrat ABCD, tallem d'aquest
Gltim un rectangle AFED, amb un costat AF igual al del quadrat PQRS
que es vol restar. Transportem en diagonal el costat llarg EF d'aquest
rectangle fins I'altre costat AD, i alli on cau [el punt G] tallem el tros
GD. Amb aquest tros tallat la deduccié s'ha acabat.

A Ia B

Construccié 2: Transformar un rectangle en un

quadrat. 4 B
Si desitges transformar un rectangle ABCD en a 0P
un quadrat, agafa el seu costat C'D com el costat

d'un quadrat CDEF'; parteix el que resta EFAB > e i

en dues parts [iguals] EFHG i GHBA, i can-
via el lloc [de la superior GHBA] invertint-la, i
afegeix-la sobre l'altre costat F'D del quadrat.
Llavors afegint una porcié [quadrada FH'PH] ,
omple aixo [I'espai buit de la cantonada]. S'ha ¢
explicat [abans] com deduir el final.

i) Completeu el final de la segona construccio.
ii) Feu una analisi dels dos problemes que porti a aquestes construccions.

iii) Creeu un fitxer amb el CABRI que presenti la segona construccié pas a pas.

3. Trobeu una primera aproximacié per excés de v/3 actuant de manera similar
al cas \/2 de la secci6 [[L1.3, després d’observar el grafic adjunt.

18Vegeu [DATTA [1993], 78 i 83—84. Vegeu també, per a la segona construccié, (GHEVERGHESE
[1991], 315-316 de edici6 de 1996, i [BOYER! [1968], 271 de I’edici6é de 1986.
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I I
Ry Q| @
R, Qs | @
Q Qs s
R, | R, Q, R; | R, Q, Cs R, | R,
; ]
quadrat(C))  quadrat(C,) 1 1/3 1/3 1/(35)

Amb aquest resultat, trobeu una segona aproximacio utilitzant el procediment
de retallar dues tiretes rectangulars del quadrat obtingut.

4. Observeu que, en els calculs de \/2 i /3, la segona part del procés seguit [B
consistia en retallar dues tires rectangulars del quadrat que resultava després de
fer la primera aproximacio, de manera que 'amplada x de la tireta retallada era
aproximada prescindint del sumand més petit.

Aquest procediment es pot generalitzar per calcular ’arrel quadrada de qualsevol
nombre. Suposem que volem calcular /N, en qué N és natural, i que tenim una
aproximacié per excés a3 > N del quadrat d’area N. Si retalléssim dues tiretes
rectangulars, d’amplada x i llargaries ag 1 ag — x, del quadrat a% amb la seva
suma igual a I'excés a3 — N. llavors

2zag —a*=ad— N i z=

2a0 2a0

2

. . . 2 ., . . a
Si prescindim del valor ;To i retallem les tiretes de costats ag i x = %To’ apg— T
i x, obtindrem una altra aproximacio per excés, més optima que ag,
2 2

a; = ag — T = ag — =
2a¢9 2a¢

del costat /N del quadrat d’area N. Efectivament,

a3—N>| (ap—2)>~N=|a}-N|=(ap—2)> - N =

2 2 2 2
B ag+ N N ag— N
- (%) v () B

QCLO

i) Quina sera I'aproximacié del valor de \/2, si apliquem aquest procediment
al resultat 1+ § + 35 — 555 obtingut a la seccié [LI.3?
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ii) Analitzeu el procediment anterior si partiu d’una aproximacio agy per defecte.

iii) Definiu una funcié amb el DERIVE que apliqui iteradament el procediment
anterior per tal d’aproximar I'arrel de qualsevol nombre N. Les variables seran
el nombre N, el valor de la primera aproximacio i el nombre de repeticions del
Proces.

iv) Definiu una funcié que permeti visualitzar graficament el procés iteratiu.
Indicacié: Heu de construir la successio de punts

ey [‘rk‘a 'Tk-‘rl], [mk‘-i-lv xk-l—l]a [$k+1, $k‘-i—?]? sy

en queé xg és una primera aproximacio i xx+1 = f(x) tal que f(x) = 502;;]\7

representar-los connectats per segments.

, 1

5. A partir d’una aproximacié ag per defecte de /N tal que a3 < N < (ag+1)?,
es pot aconseguir una altra aproximacié per defecte de la manera segiient:
Afegim dues tiretes rectangulars apgx i un qua-

drat z? al quadrat a%, de manera que la suma ' L
de totes les arees sigui igual a N, és a dir f x2 ayx
ag +2apx +2° = N . (1.1)
Per Ila condicié de sortida ha de ser x < 1, i de ayT ag a,
la igualtat (L)) obtenim:
N-—a3 N-—a}
= 0 a0 a
200+ 2ap9+1 a; >
2
O sigui que si considerem © = é\goz(i obtindrem I'aproximacié a, per defecte que
compleix
< + CNoa (1.2)
a<a=a+r=ay+-—— . .
0 1 0 0 a0 + 1

i) Apliqueu aquest procediment al calcul de v/2, partint del valor aproximat
ao=1.

ii) Quin tipus d’aproximacié de V/N obtindriem si partissim de ag tal que
(ao —+ 1)2 < N.
iii) Quin tipus d’aproximacié obtindriem si apliquéssim a ay > V/'N el procedi-
ment anterior definit per la igualtat (L.2).

6. Pretenem acotar l’error en el calcul de v/ N, utilitzant que aquest sera menor
que la diferéncia entre una aproximacio per excés una per defecte. Definiu amb
el DERIVE tres funcions:
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i) Una que proporcioni aproximacions per defecte de v/ N aplicant iteradament
el métode explicat, 1 una altra que les visualitzi.

ii) Una altra que proporcioni el valor de /N amb un error menor que 107%,
utilitzant parelles d’aproximacions per defecte 1 per excés.

Indicacié: Haureu de partir d’un valor inicial ag tal que a3 < N < (ag + 1)
7. Considereu ag > 0 i la successio d’aproximacions de v N

2 _
a, N

Apt1 = Gp —

p+1 P
2ay

definides com a I'apartat[4 d’aquestes activitats. Pretenem acotar I’error comeés

en aquestes aproximacions, les quals sabem que a partir de a; seran per excés.

i) Demostreu que 0 < apy1 — VN < ap —apy1, Vp > 1.

ii) Utilitzeu el resultat anterior per definir una funcié amb el DERIVE que
proporcioni el valor de /N amb un error menor que 107F.

a

1.2 De la via del mite a la via de la raé en ’antiga Grecia

Hem presentat alguns elements que presenten l'origen practic de la geometria
en les antigues civilitzacions. Tot i trobar alguns indicis d’interes en la justifi-
cacio de la veritat de les seves proposicions i procediments, els documents que
tenim permeten afirmar que els seus autors no creien necessari o convenient de
deixar constancia escrita de cap mena de demostracio si es que aquestes existi-
en. Es en la civilitzacié grega, —que guarda estrets contactes amb les citades
anteriorment—, on apareix a partir del segle Vil aC, una nova manera d’enten-
dre la matematica i, més concretament, la geometria. Els grecs s’enfronten a la
geometria des d’uns parametres no tan pendents de les aplicacions i més lligats
a la recerca de certeses, de veritat, i ho fan des d’un punt de vista que només
compta amb les capacitats propiament humanes per aconseguir-ho.

Aquest canvi va lligat amb el naixement de la filosofia grega,m caracteritzada
per la recerca de causes ultimes a través de la raé. Sabem que els antics grecs,
com totes les altres civilitzacions veines, creien en un coneixement que rebien
dels déus, a través de persones que s’hi podien comunicar com ara sacerdots i
mags. Aquesta comunicacié s’establia en estats especials de consciéncia, induits
per rituals, en els oracles, o per les propies capacitats dels interlocutors. Els

19En relacié al naixement de la filosofia vegeu [TORELLO [1993], 3146, i pel lligam amb el
canvi al-ludit vegeu IMARTINEZ [1986].
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missatges rebuts eren guardats en forma de mites, llegendes i narracions dels
diferents sistemes religiosos, capagos de provocar el despertar de la consciéncia
d’aquells que ho desitjaven sincerament.

Al voltant del segle vil aC s’observa una clara tendéncia a considerar que
I’home podia adquirir coneixement per altres vies, sense una intervencié directa
dels déus. S’ha especulat molt sobre els motius d’aquest nou moviment i les con-
clusions no sén definitives Entre les possibles causes s’apunten el trencament
de valors de tipus aristocratic i feudal, provocat per les migracions dels segles
X al vit aC. Amb aix0 es propicia l'activitat comercial amb les civilitzacions
veines i, aquests contactes deixaren al descobert contradiccions, com a minim
aparents, entre els seus sistemes de creences, i els dels seus interlocutors. D’altra
banda tenim la peculiaritat, del caracter grec, d’atraccié per la controversia de
cara a consolidar les opinions propies, —pensem en 1’agora, lloc public de reunio
on s’intentaven organitzar les relacions ciutadanes—. Aquest caracter els podria
haver conduit a la recerca de noves formes de coneixement, que s’haurien d’ob-
tenir amb 1'is de les facultats humanes de percepcié, intuicid, raonament, pero
lluny de la intervencié dels déus que semblaven introduir confusié. O sigui que,
independentment que els déus posseisin i manifestessin o no la veritat, es van
posar a buscar-la amb els mitjans humans que havien adquirit de la naturalesa o
d’aquests mateixos déus. Notem que aix0 no representa una ruptura total amb
I’antiga concepcié del mite com a via de coneixement, siné ’acceptacié de vies
complementaries o, fins i tot, alternatives. Reflexionem sobre el relat que Ted
d’Esmirna [11] fa d’una consulta feta pels delis a I'oracle2l

Erastotenes [111aC] en el seu treball titulat Platonicus relata que quan
els déus proclamaven al delis, mitjancant I'oracle, que si volien lliurar-
se de la plaga, haurien de construir un altar cibic doble en volum que
I'existent, els artesans van quedar perplexos en els seus esforcos per
descobrir com un solid podia ser doblat a partir d’un solid similar i van
preguntar a Platé sobre aixo; ell va replicar que I'oracle significava no que
els déus volguessin un altar de doble volum, sin que desitjaven, posant-
los la feina, avergonyir-los per la seva negligéncia de les matematiques
i el seu menyspreu de la geometria.

Aquest fragment il-lustra sobre la possible complementarietat de les dues vies,
en poder-se interpretar que l'oracle ens introdueix subtilment a la consciéncia
que hi ha coses que es poden coneixer per la mena de raonaments que fan les
matematiques, i que de cap manera es poden negligir. O sigui que els déus
proporcionaven el coneixement que no es pot prescindir de cercar coneixement
amb mitjans humans.

20Vegeu Torells i Martinez
Vegeu [HEATH [1921], T, 245-246 de I'edicié de 1981.
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Sigui com sigui, el fet clar és que els grecs dels segles vii—vi aC es van
enfrontar a la recerca de coneixement per la via de la rad. Els tres representants

principals d’aquesta época sén de Milet 22

Tales [~ 630-546]. Creu que 'aigua és la substancia primordial susceptible de
transformar-se per condensaci6 en solids i per evaporacié en aire, el qual
engendra el foc. També és suport material perque la terra floti sobre d’ella.
Aquestes idees estaven forga influenciades per descripcions mitologiques
precedents, pero ’abandonament de la formulacié mitica converteix Tales
en un dels primer filosofs que cerca el coneixement a través de la rad.

Anaximandre [~ 610-547]. En paraules de Diodgenes Laerci: <Afirmava que
el principi i I'element és I'apeiron (indefinit), sense distingir I'aire, aigua o
qualsevol altra cosa>.

Aquest autor s’endinsa més en la via de la raé. En ser aquesta una as-
signacié més abstracta, hagués pogut ser elaborada mitjangant una argu-
mentacié que qiiestionés els predicats de Tales: Com podia el foc provenir
de laigua si els dos es destrueixen mutuament i acabarien per extingir-
se? Calia que la substancia primera tingués una naturalesa diferent que
qualsevol element constitutiu del nostre mén.

Anaximenes [~ 588-524|. Estableix 'aigua com a primer element. La seva
rarificacié i condensacié produeixen els altres elements. En aquesta pro-
duccié l'aigua no perdia la propia naturalesa i, d’aquesta manera, resolia
la possible argumentacié d’Anaximandre en front de la concepcié de Tales,
tornant a considerar un component del mén sensible com a primer element.

Aixi doncs la crisi intel-lectual creada per la perdua de creences provocada per
I’enfrontament de cultures, juntament amb el caracter grec, sembla un dels prin-
cipals motius d’aquesta entrada en escena de la radé com a via de coneixement.
Evidentment la matematica no escapa a aquest model. Es natural que sigui aixi
si observem la peculiaritat dels objectes matematics. Aquests es presentaven
com a no canviants, mentre que els objectes del mén subjectes a la nostra per-
cepcié canvien, i dificilment s’hi pot esbrinar la veritat. Els grecs podrien doncs,
comencar amb l'estudi de la veritat en les matematiques. Aixo caldria que es fes
a partir de raonaments rigorosos, perque els objectes matematics podien provo-
car 'aparici6 de situacions tan o més o confuses que les provocades pels objectes
sensibles; un dels exemples més dramatics seria el de la crisi provocada pel des-
cobriment de magnituds incommensurables en la geometria. Tot aix0 conduiria
a la recerca d’'un metode que fos una eina valida per a ’establiment de la veri-
tat cercada, i desembocaria en la creacié del metode axiomatic deductiu. L’as

22Vegeu [KIRK-RAVEN] [1966], 111-232 de la traduccié espanyola de 1974.
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d’aquest metode distingiria la manera d’entendre i de presentar la matematica,
de la que tenien les civilitzacions veines, i és I’eina que valida la veritat de les
proposicions matematiques fins el dia d’avui. Els Elements d’Euclides [300 aC]|
és el primer text que conservem, en que es presenta la geometria seguint aquest
model. Abans d’endinsar-nos en ’estudi del primer llibre, dels tretze que consti-
tueixen ’obra, ens referirem a alguns dels protagonistes del procés d’establiment
del metode.

1.2.1 Tales

Es considera Tales el primer representant d’aquest moviment. No tenim cap
document escrit per ell, i no sabem en qué podien consistir les seves demostra-
cions. Fins i tot, podien guardar certa similitud amb algun del exemples de les
civilitzacions més antigues citats a la seccié [T podria ser que els arguments
per convencer de la veritat de les proposicions geometriques consistissin en 1’e-
laboracié de diagrames més que en cadenes de deduccionsZd Procle [410-485]
al principi del seu Comentari al primer llibre dels Elements d’Fuclides introdu-
eix un fragment d’un resum perdut d’una part d’'una Historia de la Matematica
perduda escrita per Eudem [fl. 320 aC] en que parlant de Tales diud

Tales que viatja a Egipte, fou el primer a introduir aquesta ciéncia a
Grecia. Descobri per si mateix moltes proposicions, i va instruir els seus
successors en els principis ens el qual es basen moltes altres, essent els
seu méetode d'atac en alguns casos més general i en d’altres més empiric.

Les proposicions que se li atribueixen sén:
— Tot diametre parteix el cercle en dues parts iguals.
— FEls angles a la base d’un triangle isosceles sén iguals.

— Els angles oposats pel vertex, que es formen en tallar-se dues rectes, sén
iguals.

— El criteri d’igualtat de triangles angle—costat—angle.

— L’angle inscrit en un semicercle es recte.

Vegeu INEUGEBAUER [1957], 147-148 de l’edici6é de 1969, per a una opinié en contra que
Tales utilitzés el metode deductiu en les demostracions de les seves proposicions, i [VAN DER!
WAERDEN] [1961], 87-89, per a una opinié a favor. Vegeu també, [HEATH! [1921], I, 130-131 de
I’edici6 de 1981.

#Vegeu [MORROW [1970], 52.
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1.2.2 Els pitagorics

Pitagores [fl. 530 aC], i els seus seguidors tenien una concepcié de I’Univers com
un “cosmos”, es a dir com un tot ordenat. Veien en el nombre el principi a través
del qual aquest tot era manifestat a I’home, fins i tot, creien que tot era nombre.
Possiblement, un dels descobriments que determinaren 1’adopcié d’aquest punt
de vista fou que les proporcions que apareixien a les escales musicals podien
ser explicades amb els nombres i que les teories creades amb aquests servien
per explicar altres tipus de fenomens. Aristotil ho explica en el llibre A de la
Metafisica, 985 b:

A l'epoca d'aquests [els filosofs atomistes] i abans que ells, els anomenats
pitagorics es dedicaren a les matematiques i foren els primers en fer-les
progressar; absorts en el seu estudi van creure que els seus principis ho
eren de totes les coses. | com que els nombres sén per naturalesa els
primers d'aquests principis, i en els nombres creien contemplar moltes
semblances amb els éssers existents i amb els que estan en formacié
—més que en el foc, la terra, o 'aigua (essent tal modificacié dels
nombres la justicia, tal altra I'anima i la rad, una altre I'oportunitat, i
quasi bé de manera semblant totes les altres coses)—; i com que veien
que els atributs i les relacions de les escales musicals eren expressables
en nombres, i semblava que totes les altres coses estaven constituides
de manera similar, en tota la seva naturalesa, als nombres, i aquests
semblaven ser els primers de tota la naturalesa, van suposar que els
elements dels nombres eren els elements de tots els éssers existents, i
que els cels tots eren harmonia i nombre23

Aqui veiem reflectida una experiéncia per la qual hem passat molts de nosaltres
i dels nostres alumnes: el fet que una abstraccié numerica feta en 'estudi d’un
fenomen fisic, amb la consegiient elaboracié teorica de I’abstraccié, sigui aplicable
en camps que en principi no tenen res a veure amb els camps de I'estudi inicial.
L’experiencia, sens dubte, impressiona i facilment indueix a qui la viu, a dotar
els objectes matematics d’atributs en un terreny que transcendeix el sensible i
les aparences, i atorgar-los un lloc principal en la concepcié tltima de la realitat.
Tanmateix, les coses no sén tan simples, i tot aixo podria ser conseqiiencia de la
propia naturalesa del pensament matematic.

ZExtret de KIRK-RAVEN [1966], 333-334 de I'edici6 de 1974.

26Vegeu [SCHRODINGER[1996], 59-60 de D'edicié espanyola de 1997, text que trobareu a la
secci6 BITIl Vegeu també [RICARD—THUAN[2000], 261274 de ’edicié espanyola de 2001; allf
Matthieu Ricard afirma que:

En estudiar les matematiques, els matematics no fan siné estudiar el mode de fun-
cionament del seu cervell, de quina manera el nostre pensament elabora poc a poc
una férmula de lectura dels fenomens. Aquesta férmula es presta naturalment a ser
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Una altra qiiestié digna de ser notada que trobem en aquest fragment és la
menci6 dels quatre “mathemata” (uafrjuara), —terme que es troba en l'origen
de la paraula matematica—, els quals constitueixen des del temps dels primers
pitagorics els cos de la ciéncia, i que serien presentats per Boeci [~ 480-524]
sota el nom de Quadrivium. Aquests sén 'aritmetica, la geometria, I’astronomia
i la musica. La paraula matematica té el seu origen en el terme “mathema”
(udfnuca). Entre els pitagorics existien dues classes de membres els “mathe-
matikoi” (pafnuarikol), els quals rebien i aprofundien en els coneixements i
creences de la comunitat, i els “akousmathikoi” (akovopatikoi), els quals par-
ticipaven d’aquests coneixements i creences sense aprofundir-ne. Aixi, els termes
“mathema” i “mathemata” tenien, en aquell temps, el significat ampli de tot allo
que és tema d’instruccié o estudi. Més endavant Platé afirma que el “mathema”
o objecte d’estudi suprem és la Idea del BéZ2

... la Idea del Bé és I'objecte de I'estudi suprem, a partir del qual les
coses justes i totes les altres coses es tornen tils i valuoses. | saps bé
que estic per parlar-ne i, a més, que no ho coneixem prou bé. Pero
també saps que si no ho coneixem, encara que coneguéssim les altres
coses, sense allo res en seria valuds, de la mateixa manera que si posseim
alguna cosa sense el Bé.

Més endavant en el llibre VII de la Repiblica fa una descripcié extensa i raonada
de les disciplines que ens poden conduir envers aquesta idea. Aquestes sén les
quatre ja citades i afegeix la geometria de ’espai, la qual nosaltres, igual que
Boeci, considerem dins la geometria.

D’entre els pitagorics es conserva un fragment d’Arquitas, contemporani de
3

Platé, en que fa una de les primeres presentacions dels “mathemata’” 8
Crec que tots aquells implicats en els “mathemata” han arribat a conclu-
sions correctes, i no és sorprenent que tinguin una concepcié verdadera
sobre la naturalesa de cada cosa particular: perque havent assolit con-
clusions correctes sobre la naturalesa de I'univers, estaven en posicié
de veure en la seva veritable llum la naturalesa de cada cosa. Aixi,
han deixat a la nostra disposicié un coneixement clar sobre la velocitat

aplicada a tot fenomen nou que es presenti, ja que és la seva rad de ser. Per tant,
no és d’'estranyar que aquest instrument mental polivalent, de vegades s'avanci a les
nostres observacions i pugui ser utilitzat amb finalitats que encara no hem imaginat.
Les matematiques poden contemplar tot tipus de possibilitats logiques que encara no
han trobat o no trobaran mai equivalents en la naturalesa, sense que aixd confereixi
una existéncia autonoma a aquestes idees.

2TVegeu el llibre VI de la Repiblica, 505 a.
*Vegeu [HEATH [1921], 11, i [FAUVEL-GRAYI [1987], 56.
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del cossos celestes, les seves aparicions i ocultacions, i sobre geometria,
aritmeética, esferica i, no menys, sobre mdsica; perqué aquestes “mathe-
mata” estan relacionades.

Quant a 'aportacié dels pitagorics a I’establiment del metode axiomatic de-
ductiu, se’ls van plantejar algunes qiiestions greus, les quals possiblement van
impulsar-los a aprofundir en el plantejament de com s’havien de discernir les
propietats verdaderes dels objectes matematics amb independencia de la seva
simple contemplacié:

— L’aparicié de magnituds incommensurables, la qual atemptava contra el
nombre com a principi i mesura de totes les coses, i deixava fora del seu
abast ’estudi general de la geometria.

— Els arguments de Zend [fl. 450 aC] de I’escola d’Elea. Aquest procedia per
raonaments indirectes. Partia de les premisses que defensava el seu oponent
i arribava a una contradiccié. Aixi aconsegui qiiestionar les concepcions pi-
tagoriques: d'un canté la consideracié que les magnituds estaven formades
d’indivisibles —punts, instants— i, de l'altre, que es podien dividir tantes
vegades com es volgués. Des de qualsevol dels dos suposits, Zeno era capag
de trobar contradiccions. Aquests problemes estaven estretament lligats
amb la concepcié de punts i rectes com a termes primitius, amb ’estruc-
tura continua de la recta i podrien ser els causants del rebuig a I'is de

procediments compostos d’infinites etapes22

1.2.3 El descobriment de les magnituds incommensurables

El descobriment de segments incommensurables s’atribueix als pitagorics en les
seves investigacions sobre el quadrat i el pentagon regular, concretament en
I'intent de comparar la diagonal i el costat d’aquestes figures. Pero abans d’entrar
més a fons en aquesta qiliestié esbrinarem el significat de la commensurabilitat i
les seves implicacions.

Mentre s’accepta, entre el pitagorics, que tots els segments sén commensu-
rables, no és un problema massa complex el definir la raé o relacié entre dos
segments, elaborar una teoria de la proporcié i relacionar-la amb la mesura de
superficies de poligons. Efectivament, segons la definicié X.1 dels Elements,

Dues magnituds sén commensurables quan sén mesurades per una ma-
teixa mesura.

2Vegeu [CAVEING] [1982]. Per a una mostra d’un tipus de raonament en que s’intenta contra-
dir, mitjangant un procediment d’infinita divisibilitat de segments, els postulats de la geometria
vegeu la seccié [L4T1
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Amb unes altres paraules, si tractem amb segments, dirfem que:

Dos segments AB i C'D sén commensurables si existeix un segment
s talque AB=p-§ i CD =¢q-5 enquep i ¢ sén nombres
naturals 20

A partir d’aqui, mentre ens mantenim en el domini dels commensurables, es pot
definir la relacié o raé entre els segments AB i C'D com la raé entre els nombres
p i q, la qual es simbolitza amb la notacié

AB
— = g, la qual es llegeix “AB és a C'D com p és a q” .
CD g
Donats quatre segments AB, CD, FF i GH, la igualtat
AB EF
- —_— 1.
cCD GH (13)

significarad, que existeixen dos segments 51 § tals que AB=m -5, CD =n -3,
EF=m-5§ i GH =mn-5,en qué min sén naturals.

Si tenim en compte que n- (m-x) = (n-m)-x,en qué n i m sén nombres
naturals i z és un segment, la igualtat de raons equival a dir que existeixen m i
n naturals tals que

n-AB=m-CD 1 n-EF=m-GH.

Quan es déna aquesta igualtat diem que les parelles AB,CD i EF ,GH sén
proporcionals.

També podem relacionar la igualtat de raons amb la igualtat de les arees
d’uns rectangles adequats:

Si considerem els rectangles de costats § i 5, AB i GH,CD i EF,els
representem amb el simbolisme 5-5, AB-GH i CD - EF, i considerem 5 - 5
com a unitat de mesura de superficies, llavors la igualtat (L3)) i]rnplicall":l:I

AB-GH =(m-n)-(5-57)

CD-EF=(m-n)-(5-3) } i, per tant, AB-GH =CD - FEF.

S
A__3s B )
C 2s D 5§ j f—
E__3s' _F I
G__ 28 H
5 — 23 [ ] AB-GH=6-(s-5")

s

5 CD-EF= 6+(s"s)

3%La notacié p - , en qué p és un nombre i x és un segment o una superficie substitueix
I’expressié “p vegades el segment o superficie 2”. Si sén nombres és el producte de nombres.
31E] signe d’igualtat entre rectangles significa igualtat d’arees.
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També, si no sortim d’aquest domini, és facil demostrar que dos triangles amb
els angles iguals entre si tenen els costats proporcionals. Llavors, en el terreny de
les magnituds commensurables, podem deduir el teorema de Pitagores utilitzant

aquests resultats 52 Efectivament,

AHC 1 BAC semblants — 9 = %, A

a

¢ n b/ |h
AHB 1 BAC semblants =— — = —. m n

a c C H B

2

Llavors, > =a-mic? = a-n, i, per tant,

V+c2=am+an=a-(m+n)=a-a=ad>.

Pero, com hem dit al principi, aquesta mateixa figura porta la llavor de la crisi.
Se suposa que els pitagorics intentaren trobar una unitat comuna de mesura entre
la diagonal i el costat del quadrat. En no trobar-la, s’obri 'interrogant sobre
Iexistencia de magnituds incommensurables. La resposta afirmativa invalidaria
la demostracié anterior a no ser que s’elaborés una teoria de la proporcié en
el nou domini, la qual s’hauria de fonamentar rigorosament. Aquesta teoria
va ser elaborada per Eudox [Iv aC] i es presentada per Euclides en el llibre V
dels Elements. D’altra banda Fuclides deixa clar en el teorema 1.47 que no cal
recérrer a aquesta teoria per demostrar el teorema de Pitagores, la qual cosa
segurament era coneguda dels pitagorics. La marxa del descobriment hagués
pogut ser la segiient:

Suposem que existeix un segment 5 que mesu-
ra la diagonal AB i el costat BC' d’un quadrat.
Llavors 5 mesura el costat AC i el segment di-
ferencia AB' = AB — BB’ = AB — BC, en que
B’ és la interseccié de la circumferencia (B, BC)
amb la diagonal AB. Si construim el quadrat de
costat AB’, és evident que AB' = B'C' = C(’, la
qual cosa implica que el segment 5 mesura AB’ i B C
la diferéncia AC' = AC — CC' = AC — AB'.

En definitiva, en el cas d’existir la unitat comuna de mesura § del costat i
la diagonal d’un quadrat, aquesta també mesuraria la diagonal i el costat d’un
altre quadrat més petit. Aquest procés es podria repetir tantes vegades com es
volgués, no tindria final, la qual cosa implica que no arribariem a determinar la
unitat de la qual s’ha suposat 'existencia. Pero, per als grecs, 'existencia de §
s’ha d’establir a partir de la seva construccié en un nombre finit de passos. En no
haver-ho aconseguit, I'interrogant de 'existencia de s segueix en peu, encara que

C/

32De fet, aquesta és una de les possibles resolucions que atribueix [HEATH [1908] I, 353 de
I’edici6 de 1956, als pitagorics.



20 1. Origens del metode axiomatic deductiu. El llibre I dels Elements d’Euclides

han aparegut indicis prou grans a favor de la resposta negativa. Esta clar que
si es pogués establir que el costat del quadrat es fa tan petit com es vulgui, en
particular més petit que s, obtindriem una contradiccié. Aquesta és I'alternativa,
d’EudOX, que Euclides desenvolupa en el teoremes X.1 i X.2 dels Elements, encara
que cal justificar-la amb la introduccié del postulat d’Arquimedes que Euclides
presenta sota la forma de la definicié6 V.4. Hagués pogut ser que els pitagorics
arribessin a aquestes conclusions sense tan de rigor, o que ho fessin per una altra
via de raonament indirecte apuntada per Aristotil®3

Tots els raonaments que arriben a una conclusié mitjangant el que és
impossible proven el que és fals, i la proposicié del principi la demostren,
per hipotesi, quan resulta alguna cosa falsa des de I'assumpcié de la
contradiccid; com, per exemple, que la diagonal és incommensurable es
prova perque el que és senar es fa igual al parell, en suposar que sigui
commensurable.

Aquest passatge és bastant fosc i cal fer-ne una interpretacié a partir de 'accep-
tacié del teorema de Pitagores. Actuem <mitjancant I'impossible> i suposem que
la diagonal AB i el costat AC fossin commensurables. Llavors AB/AC = p/q
en que p i ¢ s6n naturals, amb ¢ > 1, i podem suposar que no tenen divisors
comuns®¥ En ser, pel teorema de Pitagores,

p?  AB*  2.AC*

@ AC? T TAC?

2,

p? és parell i, per tant, p és parell. Llavors ¢ és senar, en no tenir cap divisor
comi amb p. D’altra banda 2¢? és multiple de 4, és a dir ¢? és parell i, per tant,
q és parell. Llavors, com diu Aristotil, <el senar es fa igual al parell>, i ha resultat
<alguna cosa falsa des de I'assumpcié de la contradiccié>, la qual era suposar que
eren commensurables.

Sigui com sigui, la qliestié incontrovertible és que, d’una manera o altra,
els pitagorics descobriren les magnituds incommensurables, les quals trencaven
la limitacié del <tot es nombrex. Aixo comporta la necessitat d’examinar les
seves creences i d’incorporar les magnituds geometriques com a independents
del nombre. Caldria, doncs, avancar en la via de la radé per tal d’establir el
marc adequat per al seu estudi. Tot aix0 contribuia a la maduracié del metode
axiomatic deductiu.

33Vegeu Primers analitics 1. 23. 41a.

34Que ¢ no pot ser igual a 1, és evident perqué en aquest cas la diagonal AB seria igual un
nombre enter p de vegades el costat AC, i aixd no pot ser. Quant ha suposar que p i ¢ no
tenen divisors comuns esta justificat pel fet que si en tinguessin només caldria dividir pel seu
maxim comu divisor per eliminar-los; Euclides mostra el procediment a X.3.
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1.2.4 Platé [428-347 aC]

Viu en el periode de decadencia d’Atenes i funda I’Academia [~ 377 aC], la qual
consagrada a la recerca filosofica i cientifica dominara la vida intel-lectual de la
ciutat durant un segle i no sera tancada fins 'any 529 per ’emperador cristia
Justinia. Atorga un lloc important a les matematiques en el seu sistema educatiu

i en la seva propia obra trobem diversos passatges matematics 53

Els platonics distingeixen entre el mén sensible i el mén de les Idees. Mentre
els objectes sensibles estan subjectes al canvi, allo que representen del mén de
les Idees és immutable i permanent, i el coneixement veritable s’ha de buscar
alli. Les Idees son eternes i anteriors a tota experiéncia; a través de la nostra
anima immortal podem elevar-nos al coneixement de les Idees mitjancant la
reminiscéncia provocada pels objectes sensibles. En ser els objectes matematics
d’una naturalesa no sotmesa al canvi, es considera que pertanyen a un moén que
transcendeix el sensible, intermedi entre aquest i el de les Idees. Aristotil, en el
llibre A 6 de la Metafisica, quan contrasta el sistema platonic amb el pitagoric,
ho expressa aixi:

A més, entre els objectes sensibles i les Idees, Platé admet una classe
intermeédia, els éssers matematics, diferents dels objectes sensibles en ser
eterns i immobils, i diferents de les Idees en ser molts d'ells semblants,
mentre que cada Idea és I'(inica de la seva especie.

En definitiva, Platé considera que el moén sensible es conforma segons les lleis
de la Matematica; per coneixer el mén només cal coneixer el model que en
dona la Matematica, la qual, per I’estatus assignat als seus objectes, proporcio-
na necessariament proposicions verdaderes. Quant a la seva aportacié personal
a l'establiment del metode axiomatic deductiu no sabem si va existir. El que
si és clar és l'aportacié que va significar per a la seva evolucid, I'impuls que va
donar a l’estudi i I’ensenyament de les Matematiques a través de I’Academia.
Veurem en el capitol 3 que coneixia el raonament per hipotesi, i probablement
el va formalitzar o coneixia la seva formalitzacio i la seva eficacia en la recerca.
Finalment, per a ell la veritable geometria estava restringida a les construccions
amb regle i compas. Si fem cas a Plutarc [1-11] en la Vida de Marcel, era con-
trari a la incorporacid, en la geometria, de noves eines que ampliessin el camp
de construccions geometriques possibles; considerava que <els problemes que no
admetien demostracié logica i convenient> —en el sentit que en la seva resolucid
nomeés intervinguessin rectes i circumferencies— no podien ser considerats en el

terreny de la geometria®

35Vegeu [HEATHI [1921], 1, 284-308 de I’edicié de 1981.
36Vegeu també la traducci6 de la Fundacié Bernat Metge a la secci6é B0 i també un fragment
del mateix autor a la seccié [8.9.2]
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Van ser, és cert, Eudox i Arquitas els que van comencgar a posar en
moviment |'art tan apreciat i aplaudit de la maquinaria, ornant amb
certa elegancia la geometria, i confirmant, mitjancant exemples senzills
i mecanics, certs problemes que no admetien la demostracié logica i
convenient com, per exemple: el problema no subjecte a demostracié
de les dues mitjanes proporcionals, principi i element necessari per a
un gran nombre de figures, que els portaren a una inspeccié material
mitjancant linies intermedies col-locades entre linies corbes i segments.
Pero després que Platd es va indisposar i es va indignar contra ells,
perqué degradaven i feien malbé, el més excel-lent de la geometria al
traslladar-la de l'incorpori i intel-lectual al sensible i utilitzar-la en els
cossos que son objecte d’oficis ordinaris manuals, va decaure la mecanica
separada de la geometria i menyspreada dels filosofs, venint a ser, per
tant, una de les arts militars.

El perque d’aquesta posicié de Platdé no és clar, tot i que s’apunten diverses
hipotesisBD Dues d’elles estarien entre les més argumentades. La primera seria
la consideracié de que la recta i el cercle eren les figures més simples amb una
configuracié en quée dominava la idea de simetria. Per aquest motiu ocuparien
un lloc preeminent en el reialme dels objectes matematics i a ells s’hauria de
reduir la veritable geometria. L’altre, és defensada per Carrega aixi:

Es pot doncs pensar, pero aixdo no és més que una hipotesi, que les
construccions amb regle i compas han estat posades per davant de les
altres, per poder donar tractament geometric als nous nombres posats
en evidencia pel teorema de Pitagores. A més, prohibint d'altres tipus
de construccié es defensaven davant de noves crisis.

Es interessant aquesta ultima afirmacié pel fet que, realment, la limitacié impo-
sada per I'is exclusiu del regle i del compas, la qual deixava fora de la geometria
els problemes que necessitaven d’altres tipus de corbes per ser construits, im-
pedia I'aparicié de noves magnituds. Aixi, aquestes, no podrien posar en crisi
I’edifici de la geometria tal com s’havia concebut, i s’evitaria una nova revisié de
fonaments com la provocada pel descobriment dels incommensurables.

1.2.5 Aristotil [384-322 aC]

Aristotil no era matematic de professié, pero estava assabentat dels coneixements
elementals de Pepoca i dels seus metodesB8 Es planteja el problema del tipus

3"Vegeu [LEBESGUE [1950], 19-20 de Vedicié de 1987, i [CARREGAI [1981], 4-6 de P’edicié de
1989.
38Vegeu [HEATH [1949)].
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d’existencia dels objectes matematics, i no accepta l’estatus que els donen ni els
pitagorics ni Plat6B2 Defensa que els objectes matematics —nombres i figures
geometriques— no tenen existencia propia independent dels objectes sensibles,
no estan separats d’ells ni es confonen amb ells. Tampoc en sén principi, encara
que sén permanents i immutables. Sén abstraccions dels objectes sensibles i,
tot 1 no tenir existéncia propia i separada, <es pot arribar a resultats excel-lents
afirmant com a separat alldo que no existeix com a separat, i aixi ho fan I'aritmétic i
el gebmetra>. En perdre els objectes matematics la posicié ontologica del discurs
platonic, la certesa de les seves proposicions depen tinicament de que puguin ser
demostrades amb un metode rigords i ben establert. Aixi la contribucié d’A-
ristotil a la Matematica se centra principalment en el terreny epistemologic d’es-
tabliment d’aquest metode, distingint-ne i classificant-ne les nocions basiques.
Un dels textos més rellevants en aquest aspecte és els Analitics segons, capitol
I.lO,laZII del qual s’extreu que els termes amb que tracta la matematica sén:

Termes primitius: aquells dels quals s’admet el significat i 'existéncia sense
demostracié.

Termes derivats i propietats: aquells dels quals s’admet el significat sense
demostracid, pero no l'existencia del terme o la veritat de la propietat, les
quals han de ser demostrades.

Axiomes: els propis de la matematica (postulats), i els comuns a totes les
ciéncies (nocions comunes) 20

Per exemple, en els Elements d’Euclides, la recta sera un terme primitiu. La
circumferencia i el quadrat seran termes derivats dels quals s’admet que entenem
el significat pero I'existencia s’establira, en el primer cas, mitjancant un postulat
—el tercer dels cinc que proposa— i, en el segon cas, mitjancant una demostracié
—Ila del teorema 1.46—.

Quant a les demostracions, haurien de consistir en cadenes d’afirmacions so-
bre els objectes matematics, establertes de manera que cadascuna d’elles hauria
de ser automaticament certa si ho eren totes les anteriors. Aristotil va iniciar
Iestudi de les lleis que regien la formacié d’aquestes cadenes; concretament en els
Primers Analitics tracta el sil-logisme i la deduccié. En definitiva, amb 'apor-
tacié d’Aristotil queden establerts tots els components que permetran establir el

métode axiomatic deductiu com a eina de certificacié de la veritat matematica 22

39Vegeu els llibres M i N de la Metafisica i, també, [GAMEZ PIn| [1998], 83-107.

40Vegeu la seccié Bl i[Doul [1986], 65-66.

41En aquell temps la paraula axioma es reservava per a les nocions comunes. Nosaltres quan
parlem d’axiomes ens referirem tant a les nocions comunes com als postulats.

42Per a una extensa reflexié sobre les creences pitagoriques i les seves conseqiiéncies, onto-
logia i I’epistemologia de les matematiques en Platé i la caracteritzacié del metode axiomatic
en Aristotil consulteu (CANON| [1993], 1-93.
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1.3 Els FElements d’Euclides. Definicions i axiomes del 1llibre I.

Poca cosa se sap de la vida d’Euclides. Es diu que Ptolemeu I, el qual va governar
en el periode 306285 aC, el va invitar a ser professor del Museu d’Alexandria,
centre cultural principal en aquells moments. Els seus Elements® no sén tan una
obra de creacié com de compilacid de resultats obtinguts des del temps de Tales;
els resultats que s’hi recullen tenen un caracter fonamental, aixi s’entén la seva
enorme influéncia sobre Galileo, Newton, Kant i molts d’altres, fins arribar al
mateix segle X1X, quan Hilbert va poder establir-ne definitivament els postulats.
Sobre aquesta obra Procle afirma

Perd admirem especialment el seu treball sobre els elements de la geo-
metria, per I'ordre que hi regna, per I'eleccié dels teoremes i problemes
que resol per a la instruccié dels principiants. No ha inclos tots aquells
que estava en condicions de donar, sind Gnicament aquells capacos de
funcionar com una introduccié. També ha incldos raonaments que sén
conduits de totes les maneres possibles, ja partint de les causes, ja re-
muntant els fets, perd sempre sén convincents i irrefutables, exactes i
dotats del to més cientific.

L’estructura de l'obra s’adapta a l’ideal de sistematitzacié deductiva que
proposa el metode axiomatic-deductiu. Aixi en el llibre I trobem:

— Els termes primitius disfressats de definicions. Aquestes solen ser defectu-
oses perque es basen en termes primitius no definits.

— Els axiomes (postulats i nocions comuns), proposicions de partida de les
que s’accepta la veritat sense cap tipus de demostracié. Recordem que
per a Aristotil les nocions comunes sén convenients i comunes a totes les
ciencies, mentre que els postulats només es refereixen a la materia que
tractem .

43Sobre els manuscrits, escolis i edicions dels Elements fetes fins a finals del segle XIX, vegeu
HEATH] [1908], 46-113. En l’estudi que farem utilitzarem la traduccié anglesa de Heath en
I’obra citada, juntament amb ’espanyola de Puertas de 1994. La primera es va fer a partir
del text grec establert per Heiberg [1883-1886], el qual va compilar de copies extretes d’una
edicié feta per Te6é d’Alexandria [1v], —la copia més antiga data de I'any 888 i es troba a la
Bodleian Library de la Oxford University—, i d’'un manuscrit de la Biblioteca Vaticana del
segle X, el qual és copia d’una edicié més antiga que la de Ted. La segona esta traduida del
text de Heiberg i d’una revisié d’aquesta feta per Stamatis [1969-1973]. També hem disposat
de [VERA| [1970], 689-980, en qué no estan incloses totes les demostracions. Quant als escolis,
Heath explica que Heiberg n’havia aplegat al voltant de mil cinc-cents, pero que el seu interes
no es podia comparar als Commentarii de Procle que trobem traduits a [MORROWI [1970].

“Vegeu [REY PASTOR-BABINI [1984], 80 , i MORROW] [1970], 57.
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— Els teoremes o proposicions derivades que s’estableixen a partir de ’apli-

cacid rigorosa de regles logiques sobre els termes primitius, els objectes
definits a partir d’ells, els axiomes, i les proposicions ja demostrades.

El llibre I compren, a més de les definicions, nocions comunes i postulats,
quaranta-vuit teoremes que giren al voltant de les congruencies i propietats dels
triangles, construccions elementals com bisectrius, punts mitjans, perpendicu-
lars, teoria de les paral-leles i comparacio i aplicacié d’arees, acabant amb una
demostracié del teorema de Pitagores i el seu reciproc.

Comencem la seva analisi observant algunes de les 23 definicionsd

D1.
D2.
D3.
D4.

Un punt és allo que no té parts.
Una linia és una longitud sense amplada.
Els extrems d’una linia sén punts.

Una linia recta és aquella que descansa d’una manera igual sobre els seus
punts.

Fem notar que:

En lloc d’establir el punt com un terme primitiu, fa referéncia al terme
“parts”que no defineix.

Refereix la linia als termes longitud i amplada no definits.

No defineix la linia com formada de punts —siné no caldria que digués
que els extrems de la linia sén punts— aixi evita la consideracié de la linia
pensada com una suma de magnituds indivisibles, la qual ens portaria a
una de les contradiccions de Zend.

En canvi parla dels punts de la linia, aqui hi ha amagat un altre concepte
primitiu el de relacié entre punts i linies. Hilbert resoldra la qiiestié dels
conceptes primitius aix{20

Pensem tres tipus diferents d'ens. Anomenem els del primer siste-
ma, punts, i els designem amb A, B, C, ..., els ens del segon sistema
els anomenem rectes i els designem amb a, b, c, ..., els ens del tercer
sistema, els anomenem plans, i els designem amb «, 3, v, ... [..]
Concebem els punts, rectes i plans en certes relacions reciproques i
expressem aquestes relacions amb paraules tals com “estar situat”,
“entre”, “congruent”, “paral-lel’, “continu”. La descripcié com-
pleta d’aquestes relacions feta exactament i amb fins matematics
resulta dels axiomes de la Geometria.

45Trobareu totes les definicions a la seccié [RA1]
46Vegeu [HILBERT! [1899], edici6 espanyola de 1991, 3.



26 1. Origens del metode axiomatic deductiu. El llibre I dels Elements d’Euclides

Quant als postulats i nocions comunes, se’n troben a moltes edicions cinc de
cada classe, algunes vegades reunits en una sola categoria.

Postulats:

P1. Es pot tragar una recta des de qualsevol punt a qualsevol altre.
P2. Es pot prolongar en linia recta una recta delimitada.

P3. Per cada centre i radi es pot tracar un cercle.

P4. Tots els angles rectes sén iguals entre si.

P5. Si una recta incident sobre dues rectes fa angles interns i del mateix costat
més petits que dos rectes, llavors les dues rectes indefinidament prolongades
es trobaran en aquest mateix costat.

Nocions comunes:

NCI1. Coses iguals a una tercera sén iguals entre si.

NC2. Si a coses iguals s’afegeixen coses iguals els totals son iguals.
NC3. Si de coses iguals s’extreuen coses iguals els romanents sén iguals.
NC4. Coses congruents entre si son iguals.

NC5. El tot és més gran que la part.
Algunes versions dels Elements n’afegeixen algunes més:

NC6. Si a coses desiguals s’afegeixen coses iguals, les totals son desiguals.
NC7. Les coses dobles que una mateixa cosa sén iguals entre si.

NCS8. Les coses meitat que una mateixa cosa sén iguals entre si.

De vegades s’inclou una altra nocié comuna que s’utilitza en la demostracié del
teorema, 1.4 40

NC9. Dues rectes no tanquen regio.

1.3.1 Observacions sobre els postulats i les nocions comunes.

e En el postulat 1, quan diu que es pot tracar una recta ho diu en el sentit que
aquesta és tnica, —d’aquesta manera ho utilitza en la demostracié de 1.4 que
veurem més endavant—, i si és aixi, es pot prescindir de NC9 que segurament
és una interpolacié posterior en el text. Procle en els seus Comentaris diu al
respecte!

47El nombre en xifres romanes representa el llibre i el nombre en xifres aribigues representa
el nombre del teorema; aixi VI.3 significa teorema tres del llibre sis.
“®Vegeu [MORROW] [1970], 187.
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Per tant dues linies rectes no tanquen regid i era amb coneixement d'aixo
que l'autor dels Elements deia en el primer dels seus postulats, es pot
tracar una linia recta des d'un punt a un altre punt, implicant que és
una la recta que passa per dos punts i no en sén dues.

A més, P4 evita que la recta per dos punts es pugui prolongar de dues maneres
diferents —en el sentit que els segments resultants de la prolongacié no estiguin
sobre la mateixa recta—, perque si aixi fos existirien angles rectes desiguals.
Efectivament,

Sigui AB que pot ser prolongada pel costat de B de dues maneres diferents,
fins a M i fins a N. Considerem la perpendicular r per B a AM, en que o = 3
son els angles rectes resultants. Llavors 'angle « que forma r amb BN verifica
v > [ = « i la perpendicular a AN per B sera una recta s, diferent de r,
continguda a la regié determinada per . D’aix0 resulta que 'angle recte o’ que
forma s amb AB és major que l'angle recte « contra ’afirmacié de P4.

D’aqui també es despren que és impossible que dues rectes tinguin un segment
en comu.

e Fl postulat 2 no assegura que la recta sigui “infinita”. Es defuig constantment
el parlar de l'infinit. Les rectes sempre sén finites; 1'inica cosa que assegura és
que si tenim la recta AB podem considerar un punt C sobre la mateixa recta
“més enlla” del B seguint 'ordre (A, B). Segons aquest postulat les rectes es
poden prolongar pero en resulta una altra recta finita.

e FEl postulat 3 només assegura que es pot tragar qualsevol circumferencia, pero
no que es pugui traslladar en el sentit que es pugui construir una circumferencia
de radi igual a la donada en un altre lloc. Aixo ultim es demostrara en els dos
primers teoremes d’aquest llibre.

e Quant al postulat 4 és interessant discutir el que Heath diuZ2

El postulat 4 és moltes vegades classificat com un teorema. Pero, en
qualsevol cas, és posa abans del postulat 5 per la senzilla rad que el
postulat 5 no seria cap tipus de criteri a no ser que els angles rectes
siguin magnituds determinades; el postulat 4, llavors, declara aquests
com a tals. Pero aix0 no és tot. Si es volgués provar el postulat 4
com un teorema, aixo tan sols seria possible aplicant un parell d'angles

9Vegeu [HEATH [1921], edici6 de 1981, 1, 375.
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rectes adjacents en un altre parell. Aquest metode no és valid a no
ser que s'assumeixi la invariabilitat de les figures, que s'hauria per tant,
d'introduir com un postulat anterior.

Abans d’entrar en ’analisi del comentari, observem com actua Euclides en el
teorema 1.4, en que demostra el criteri de congruencia de triangles costat—angle—
costat, la qual cosa tindra incidencia en ’afirmacié inicial sobre la classificacio
com un teorema del postulat 4.

e Teorema 1.4

Si dos triangles ABC i DEF tenen dos costats AB i AC respectivament
iguals a DE i EF, i tenen els angles BAC i EDF, continguts pels
dos costats iguals, iguals, llavors tindran la base BC igual a la base
EF, el triangle ABC sera igual al triangle DEF, i els altres angles seran
respectivament iguals als altres angles, a saber els subtendits pels costats
iguals.
A D

Euclides aplica el triangle ABC' sobre el triangle

DEF, collocant el punt A sobre el punt D i el

segment AB sobre el segment DE, la qual cosa el

orta a afirmar que:
P 4 B C E F

— El punt B coincidira amb el punt E perque AB = = DE.
— La recta AC coincidira amb la recta DF' perque BAC = EDF.
— El punt C' coincidira amb el punt F' perque AC' = DF.

Llavors conclou que BC = EF DY que tot el triangle ABC (301n(31d1ra amb el
triangle DEF'i li sera igual, i que tots els altres angles seran iguals, ABC = DEF
i ACB = DFE. O

En la seva demostracié, Euclides “aplica una figura sobre una altra”, la qual
cosa ve a suposar un “transport i superposicio sense deformacié” de figures. Se
suposa implicitament que la figura després de ser aplicada és igual que abans
de 'aplicacié i, per tant, que coses iguals poden ser portades a ser coincidents.
Relacionada amb aquesta qiiestié trobem la nocié comuna NC4, la qual afirma
que coses coincidents, —s’entén per aplicacié d’una sobre l'altra—, sén iguals,
pero no trobem l’axioma reciproc del qual es fa s implicit en 1.4. Llavors, si no
s’estableix la validesa d’aquest transport, podria ser que en aplicar una figura

50 Aquesta igualtat va acompanyada del comentari: <perqué si quan B coincideix amb E i C
amb F, la base BC no coincideix amb la base FF', dues rectes tancarien una regid, la qual cosa
és impossiblex. [HEATH! [1908], I, 249 de l'edici6é de 1956, explica que segons Heiberg aix0 és
una interpolacié posterior, fet que justifica perque en una versié d’an-Naziri [f ca. 922] s’inclou
després d’acabada la demostracié.
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sobre una altra d’igual, la inicial i 'aplicada no fossin iguals en haver patit una
deformacié en el transcurs de I'operacié. En aquest cas la demostracié de 1.4 no
es pot dur a terme tal com es fa. Cal establir algun postulat de congruencia que
solucioni el tema.

D’altra banda si acceptem els metodes d’Euclides, de validesa no declarada
explicitament, assumint, en paraules de Heath, la invariabilitat de les figures, és
cert que es pot demostrar P4 com un teoremaBd i es podria excloure del grup de
postulats. Finalment, tenint en compte aquest fet i que, a més, P4 no s’utilitza
en el llibre I fins arribar al teorema 1.47 sembla encertat opinar que P4 s’ha
introduit abans que P5 per donar-li sentit a aquest dltim postulat.

e Del postulat 5 només direm, de moment, que el seu enunciat no comparteix
la caracteristica de simplicitat dels altres. Es veu clarament que té a veure amb
I’existéncia de paral-leles. De fet és aixi i ho analitzarem més a fons en les
seccions posteriors.

1.3.2 Mancances axiomatiques

Que els cinc postulats d’Euclides no sén suficients per desenvolupar la seva geo-
metria ha quedat en evidéncia quan hem considerat el teorema 1.4 en que utilitza
de forma implicita una mena de “transport sense deformacié”. Aquesta no és
I'inica mancanca axiomatica i, tot seguit, en tractarem dues més.

Continuitat

Quan estudiem el teorema I.1 —en la seccid [LG— en que es planteja la cons-
truccié d’un triangle equilater de costat donat, veurem que tot anira bé fins que
considerem que existeix el punt de tall de dues circumferencies de radi igual al
costat donat i amb els centres separats per aquest costat. Per assegurar aixo cal
postular-ho de sortida, i una manera de fer-ho seria imposant algun axioma de

continuitat de les linies52

Es podria argumentar contra aquesta observacié que en un estat inicial de
desenvolupament del sistema axiomatic seria natural no incloure aquest axioma
per la seva evidéncia, pero el mateix haguéssim pogut dir d’algun dels altres, —
no sembla igual d’evident que les rectes es puguin prolongar?—. A més, qualsevol
que estigués sotmes a la limitacié pitagorica del “tot es nombre” podria rebatre
molt facilment la construccié del teorema 1.1, si abans no s’hagués establert un
axioma que tirés per terra aquesta hegemonia numerica tal com ’entenien els
primers pitagorics. La seva creenca implicava que donats dos segments existia
una unitat comuna de mesura, —en el sentit que aquesta amidava un nombre

51Vegeu Dactivitat 2]
52Parlarem d’aquest tema a la secci6
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enter de vegades cada segment—, i per tant existia una unitat maxima de mesura
per a cada parella de segments. Llavors des d’aquest punt de vista i utilitzant el
teorema de Pitagores I’argumentacié pitagorica hagués pogut ser aixi:
Sigui BC' el segment donat, suposem que existeix A
el punt A d’interseccié de les circumferéencies (B, BC) SI
i (C,BC), isigui O el punt mitja de BC.
Sigui s la unitat comuna maxima de mesura de OA
i OB, i siguin a i b els nombres que donen la mesura
d’aquests segments. Llavors pel teorema de Pitagores B ) c

a® = 0A* = AB> -0OB* = (2-OB)* - OB* = 3-OB?* = 3b*.

2 2

Aixo implica que a® és multiple de 3 i, per tant, a també. O sigui que a* és
miltiple de 9 i, per tant 3b%> també; la qual cosa implica que b? és miltiple de
3 i, per tant, b també. Pero llavors, 3s també sera unitat comuna de mesura i
aixo no pot ser perque s era la maxima. Consegiientment, cap unitat de mesura
que mesuri OB pot mesurar OA i si, segons la limitacié pitagorica, el nombre
ho mesura tot, no pot existir A perqué no hem pogut establir la mesura de OA
comparada amb la de OB. Una manera d’evitar aquest desenllag i de trencar
amb la limitacié pitagorica seria la d’imposar 'existeéncia del punt A a partir
d’algun axioma de continuitat de linies.

Paral-lelisme

Presentarem uns objectes que compleixen els cinc postulats i en canvi no verifi-
quen el teorema [.31 que afirma ’existéncia de paral-lela per un punt exterior a
una recta.

Considerem la superficie d’una esfera i ens plantegem de cercar quines linies
podrien ser pensades com a “rectes” sobre ella. Si pensem que la distancia més
curta entre dos punts sobre la superficie d’una esfera ve donada per les circum-
ferencies maximes —circumferencies que resulten de la interseccié de l'esfera
amb un pla que passi pel seu centre— 53 és natural considerar aquestes circum-
ferencies com les rectes sobre l'esfera. En definitiva, pensem un model sobre

I’esfera de centre O en que els objectes primitius sén:

— Punts: Els punts P de la superficie de ’esfera.

— Rectes: Les circumferéncies maximes C de 'esfera.
Altres objectes:

— Els segments seran arcs PA de circumferéncia maxima.

53Vegeu Dactivitat [
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— Donat un punt P i un arc de circumferéncia maxima PA, considerem la
linia. que conté tots els punts X de l'esfera tal que 'arc PX de circum-
feréncia maxima és igual a PA. El punt P s’anomena centre i 'arc PA
radi de la circumferencia determinada pels punts X.

— L’angle format per dos segments sera ’angle format pels dos semiplans que
passen pel centre de 'esfera i contenen els segments.

Observem que es verifiquen els cinc postulats:

P1. Donats dos punts de l'esfera existeix una circumferencia maxima que els
conté.

Efectivament, només cal considerar un pla que passi pels dos punts i el
centre de l'esfera. Notem que si els dos punts no estan alineats amb el
centre —no s6n diametralment oposats— llavors la circumferéncia és tinica
i, per tant, fins i tot es verifica I'unicitat de la recta5d

P2. Un arc PA de circumferéncia maxima es pot prolongar sempre, malgrat
ser finita la seva llargaria. Es a dir, podem trobar un punt B més enlla del
A seguint l'ordre (P, A).

P3. Donat un punt P de l'esfera i un arc PA es pot construir una circum-
ferencia de centre P i radi 'arc PA. Només cal considerar un pla per
A, perpendicular al diametre PP’ per P; la interseccié d’aquest pla amb
I’esfera és la circumferencia cercada.

548i g'és molt escrupolds en aquest punt i es vol exigir 'unicitat per a qualsevol parella de
punts, cal modificar el model. Veurem una manera de fer-ho al final de la seccié.
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p

NI

Efectivament, si Q és projeccié de A sobre el diametre PP’, per a tots els
punts X de la interseccié es compleix que els triangles AQO i XQO sén
iguals en ser rectangles amb un catet QO i la hipotenusa iguals. Per tant,
AOP = XOP i consegiientment els arcs PA i PX son iguals.

W

P.4 Tots els angles rectes son iguals.

Es immediat en ser tots els angles determinats per plans perpendiculars
iguals.

P.5 Es cert perque dues circumferéncies maximes sempre es tallen en punts
diametralment oposats, és a dir es tallen dels dos costats d’una circum-
feréncia maxima que la talli i, per tant, del costat d’aquesta tal que la
suma d’angles interiors és menor que dos angles rectes.

En canvi, tot i complir-se el cinc postulats, les rectes paral-leles no existeixen
perque dues circumferencies maximes sempre es tallen sobre 'esfera en els punts
de la recta interseccié dels plans que les contenen. Llavors el teorema 1.31 —
que afirma l'existencia d’una paral-lela per un punt exterior a una recta— no
es verifica, 1 aix0 deixa al descobert una mancanca axiomatica, la qual sera
analitzada en la seccid seglient.

Si volem afinar el model presentat, per tal d’aconseguir la unicitat de la
recta per dos punts, només cal identificar cada punt de I’esfera amb el seu punt
diametralment oposat. Aixi aconseguim eliminar els tinics casos en queé podien
existir més d’una recta per dos punts.

Es pot donar un model geometric que permet visualitzar aquesta situacié. Utilit-
zem el fet que dos punts diametralment oposats venen determinats per una tinica
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recta r que passa pel centre O de l'esfera, i que una circumferencia maxima esta
continguda en un dnic pla 7w que passa per aquest centre. Llavors considerem els
objectes primitius segiients:

— Punts: Les rectes r que passen per un punt fixat O de I'espai.

— Rectes: Els plans m que passen pel punt fixat O.

recta punt segment

Notem que:

— Els segments sén recintes del pla continguts entre dues rectes r i s que
passen pel punt O.

— Les circumferencies son els cons de doble full amb el vertex en el punt O i
que té per generatriu una recta [ per O i per eix una altra recta t per O,
de manera que el segment—recinte [t, i la recta t son respectivament el radi
i el centre de la circumferencia en el nou model.

l
t /
cadi centre
Activitats 1.2

1. Considereu valida la suposicié d’Euclides que les figures iguals poden portar-
se a ser coincidents. Demostreu que tots els angles rectes son iguals seguint els
passos segtients:

i) Demostreu que si v i 3 sén dos angles iguals, també ho son els seus adjacents
as 1.



E.

34 1. Origens del metode axiomatic deductiu. El llibre I dels Elements d’Euclides

Indicacié: Observeu la figura adjunta i considereu A, B, C'1 A’, B', C' tals que
AM = A'M’', MC = M'C’ i BM = B'M'B3 Aquesta és una operacié valida
gracies a les proposicions 1.2 i 1.3, les quals permeten traslladar segments.

o A [ol

ii) Demostreu que si a, as és una parella d’angles adjacents iguals i 3,35 n’és
una altra, llavors o = 3 i, consegiientment, tots els angles rectes son iguals.
Indicacio: Suposeu a # (5.

2. New York i Tarragona es troben aproximadament sobre el mateix paral-lel,
les dues tenen una latitud proxima als 41°.

i) Esbrineu, observant el grafic, quin sera el
cami més curt per anar d’una ciutat a l’altra, el
que segueix el paral-lel o el que segueix el cercle
maxim que passa per les dues ciutats. Justifi-
queu la resposta.
Indicacio: Feu girar el paral-lel un angle «, al
voltant de la corda T Ny. Els dos cercles que-
daran representats en un mateix pla. Dibuixeu-
los agafant els mateixos radis que a la figura i
observeu-los.

ii) Comproveu sobre un globus de la Terra, la veracitat del resultat de ’an-

terior apartat, utilitzant un cordill per mesurar els dos arcs. Estimeu quina és
cadascuna de les distancies si sabem que el radi de la Terra mesura 6367 KM.

3. Si considereu la geometria sobre ’esfera, trobeu algun fet rellevant sobre:

i) EI conjunt de rectes perpendiculars a una recta donada.

ii) La suma d’angles d’un triangle.

4. Considereu el segiient conjunt d’axiomes on esports, persones i la relacié
entre persones i esports que llegim “la persona A practica ’esport B” o “I’esport
B és practicat per la persona A” sén termes primitius:

Aq: Tot esport té unes persones que el practiquen.
A,: Considerats dos esports qualsevol, sempre hi ha quatre persones i no més

55El simbol = té el significat de congruéncia en el sentit de coincidéncia per superposicid.
Quan el context no porti a confusié utilitzarem el simbol = en lloc de =, i utilitzarem amb el
mateix significat els mots igualtat i congruéncia.

56Vegeu la seccié [[6.11
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de quatre persones que coincideixen en la seva practica.
Agj: Qualsevol persona practica dos esports i només dos.
A4: Es practiquen un total de cinc esports.

i) Esbrineu si algun axioma es pot demostrar a partir dels altres, i demostreu
que les segiients proposicions sén teoremes que es dedueixen dels axiomes:
T;: Hi ha exactament quaranta persones.
To: Cada esport té exactament setze practicants.

ii) Sabrieu enunciar algun teorema que impliqués el concurs dels quatre axio-
mes junt amb el axioma Ay segiient?

Aj5: Existeix una persona tal que unes altres catorze persones no practiquen
cap dels dos esports practicats per aquella.

1.4 Analisi del postulat 5 i ’existencia de paral-leles

Es tracta d’esbrinar en quin teorema parla per primera vegada de rectes pa-
ral-leles, quan utilitza per primera vegada el postulat 5 i quina relacié guarda
amb l'existencia de paral-leles.

Veurem que el primer lloc on trobem una referencia a les rectes paral-leles
és en el teorema 1.27, en que déna una condicié suficient de paral-lelisme, i amb
el seu ajut construeix, en el teorema .31, una paral-lela a una recta donada.
De quina manera ho aconsegueix, si hem vist que amb aquests postulats es
podien construir geometries sense paral-leles? La resposta la trobarem en que
per demostrar el teorema 1.27 ha utilitzat el teorema 1.16 que suposa un postulat
no establert. D’altra banda cal notar que per demostrar aquests teoremes no ha
utilitzat en cap moment el cinque postulat. La primera vegada que l'utilitza
és en el teorema 1.29, el qual servira per establir —mitjancant una reducci6 a
I’absurd— que no es pot tracar més d’una recta paral-lela a una recta per un
punt exterior a ella. Resumint:

— El teorema 1.16 li permetra assegurar, mitjancant 1.27 i 1.31, I'existencia,
com a minim, d’una paral-lela, sense la intervencié del cinque postulat.

— El postulat 5 1i permetra assegurar, mitjancant 1.29, la no existencia de
més d’una paral-lela.

Comprovem totes aquestes afirmacions estudiant els teoremes implicats 52

5TFarem constar els teoremes utilitzats en les demostracions. Aixi, per exemple, Pexpressi6
“—per 1.10—" voldra dir que el teorema 1.10 justificara ’execucié del pas efectuat. Molts dels
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e Teorema 1.16

En tot triangle ABC, si prolonguem un dels costats BC, I'angle extern
DC A és major que cadascun dels angles interns i oposats CBA i CAB.

Per provar-ho Euclides prolonga BC' fins D, A

considera el punt mitja F —per .10— de AC 7z
i prolonga BFE fins Z de manera que BE =

EZ. Després considera el triangle ZEC i

prolonga AC' fins H. Com m_que AE = FEC, B

BE = EZ{—per 115 AEB = ZEC, obté C D
—per [.4— que BAE = ZCFE < ACD. H

Acaba dient que/&\fa el mateix a partir de la divisi6 de BC en dues parts
iguals sortiria que ACD = BCH > ABC. O

Aqui hi ha una operacié no declarada en els axiomes inicials®¥ S’ha suposat
que Z no cau entre B i E, la qual cosa en el model presentat sobre ’esfera no
passa. Alli les rectes, quan es prolonguen, tornen sobre elles mateixes. Aixo vol
dir que es podria presentar una 51tua(:10 com la % ﬁgura adjunta en que Z
“torna” i se situa entre B i E. Llavors, BAE = ECZ > ACDH

Si Fuclides s’imaginava un pla de manera que un punt mobil sobre una recta
no pogués tornar sobre la seva posicié primitiva, si no canviava el sentit del
seu moviment, ho tenia que haver dit, de la mateixa manera que va proposar el
cinque postulat per evitar 'existencia de més d’una paral-lela. L’acceptacié de
I'operacio realitzada en la demostracié de 1.16 és essencial de cara a eliminar un
model com el de I'esfera en que no hi han paral-leles. Efectivament, ara veurem
que es pot demostrar I’existencia de paral-leles en 1.31 mitjancant 1'is de 1.16 en
1.27.

teoremes implicats seran utilitzats sense haver estat presentats i s’estudiaran més endavant.
També, hem deixat algunes qiiestions relacionades amb la seccié present per ser estudiades a
les activitats L7

2 Vegeu [Doul [1970], 31 i [Doul [1967], 157-159.

®La primera igualtat és certa perqué s’ha obtingut de 1.4 que també es compleix sobre
I’esfera. Notem, també, que Euclides diu que les rectes es poden prolongar, perd no diu que,
en prolongar-se, no puguin tornar sobre elles mateixes.
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e Teorema 1.27

Si una recta r, en incidir sobre dues rectes s i ¢ fa angles alterns AEZ i
e — - - .
EZD iguals entre si, aquestes rectes seran paral-leles entre si.

Euclides fa una reduccié a I’absurd. Suposa que s i t no sén B@l-leles. Si
es trobessin del costat de D en el punt H tindriem que l'angle AEZ extern al
triangle seria igual a I'angle intern EZ H i aixo —per 1.16— no pot ser. Llavors,
diu que es podria demostrar de manera semblant el mateix per a l’altre costat
de la secant. Consegiientment les rectes sén paral-leles perque no es tallen. O

Ara, ja té tot el que li fa falta per demostrar 'existencia de paral-leles.

e Teorema 1.31

Per un punt donat A tracar una paral-lela a una recta donada BC.

Euclides agafa un punt qualsevol D sobre BC E
—— 7 A

i traca la recta AD. Construeix l'angle DAE
igual a BDA —per 1.23— i prolonga F A, pel I
costat de A fins a Z. Llavors —per 1.27— ZF i

BC sén paral-leles. B D c
Od
Passem a analitzar la responsabilitat del postulat cinque en la impossibilitat

de 'existencia de més d’una paral-lela per un punt exterior a una recta.
e Teorema 1.29
La recta r que incideix sobre dues rectes paral-leles, fa angles alterns

AHT i HTD iguals entre si i I'angle extern EHB igual a I'intern i oposat
HTD i els angles interns del mateix costat iguals a dos angles rectes.

Comenga amb una reduccié a l’absEd\. Sup/osa\, per a la primera part, que els
dos angles son diferents i considera AHT > HTD. A més —per [.13— els angles
adjacents aixecats sobre una mateixa recta sumen dos rectes® Llavors,

r=AHT + BHT > HTD + BHT.

Aixo, pel postulat 5, implica que AB i C'D es trobarien del costat de B, la qual
cosa contradiu el fet que AB i CD s6n paral-leles.

S9A partir d’ara indicarem el valor de la suma de dos angles rectes pel simbol 7.
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~_La seg/ox&aﬁrmacié és certa perque —per 1.15— AHT = EHB i, per tant,
FEHB=HTD.

/iinalment —per 1.13— sabem que EHB + BHT = m, per tant DTH +
BHT = .

D’aquest resultat obtenim immediatament que no poden existir dues pa-
ral-leles diferents, a una recta s, pel punt exterior A considerat. Efectivament,
si hi hagués dues paral-leles r i ¢, a s, pel punt A exterior a s, llavors —vegeu la
figura adjunta—

a+fB=71 i d>a=d+B>a+8=m,

la qual cosa contradiu el fet que, en ser r i s paral-leles, o/ + 3 = .

Conclusions sobre I'existencia de paral-leles per un punt exterior a una recta:

— L’abséncia del postulat 5 i el que totes les rectes es puguin “doblar” sense
tornar sobre elles mateixes, possibilita ’existencia de geometries amb més
d’una paral-lela. De fet, es poden construir models d’aquest tipus i la
geometria que en resulta s’anomena hiperbolica.

— La presencia del postulat 5 i I’existencia de rectes que en “doblar-se” tornin
sobre elles mateixes , invalida la demostracio de 1.31 i possibilita I'existencia
de geometries sense paral-leles, de la qual n’hem vist un model en la secci
anterior. La geometria que en resulta s’anomena el-liptica.

— La presencia del postulat 5 i el que totes les rectes es puguin “doblar”
implica l'existéncia d’una tunica paral-lela. La geometria que en resulta
s’anomena euclidiana.

Quant a la geometria euclidiana plana, a la presentacio feta per John Playfair
el 1795 apareix el teorema [.31 en substitucié del postulat 5. També és la forma
que li va donar Hilbert quan va presentar 'any 1899 un sistema d’axiomes que
determinaven aquesta geometria d’una manera completa. Va assolir aquesta
fita a partir de quinze axiomes distribuits en cinc grups

51Vegeu [HILBERT [1899], 3-37 de 'edicié espanyola de 1991.
52Es pot trobar una presentacié axiomatica de la geometria euclidiana plana, simplificada
amb el suposit del coneixement de 'estructura dels nombres reals, a REVENTOS| [1993].
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I. Tres axiomes d’incidencia.

II. Quatre axiomes d’ordre.
III. Cinc axiomes de congruencia.
IV. L’axioma de les paral-leles.

V. Dos axiomes de continuitat.

1.4.1 Intents de demostraci6é del postulat 5. Les geometries no eu-
clidianes.

Hem esmentat que la presencia o absencia de P5 possibilitava I'existencia d’una
paral-lela o més d’una. Pero, i si P5 es pogués demostrar a partir dels altres
postulats sense afegir-ne cap de nou? En cas afirmatiu no hi podria haver geo-
metries amb més d’una paral-lela. Al llarg de la historia, fins a finals del segle
XVII i tot el XVIII, aquest intent de demostracié va ocupar l'interes de molts
matematics® Presentarem l'intent de Procle en els seus Comentaris® perque,
entre d’altres coses, posa previament, al nostre abast una demostracié de la fal-
sedat de P5, la qual permetra meditar sobre els metodes de Zend per criticar els
metodes dels geometres. Concretament:

— Adaptarem el raonament de la falsedat de P5 que fa Procle, a un cas
concret.

— Comentarem, en la nostra opinid, algunes les seves mancances i implicaci-
ons

— Estudiarem la demostracié de Procle de la veritat de P5, que té ’objectiu
de refutar el tipus de raonament que ha presentat en primer lloc i li permet
afirmar que P5 no hauria d’estar entre els postulats.

e Adaptaci6 de la prova de falsedat de P5

/S\uposem que tenim una recta A()/B()\i dues rectes AgC'i By D tals que C/AO\BO =
DByAg = 60°, és a dir CAyBy + DByAy = 120° < 7. Construim:

53Una seleccié de lectures per treballar aquest tema podria ser: [SACCHERI [1733], [Bo-
NOLAI [1906] —el qual inclou una traduccié a langles de les obres fonamentals de Bolyai i
Lobachevski—, [HEATH| [1908] I, 202220 de l'edicié de 1921, [MESCHKOWSKI [1964], [FAUVEL-
GRAY] [1987], [HouzeL [1991], [Doul [1992], MONTESINOS| [1992], [CHABERT| [1993] i [GREENBERG
[1993].

54Vegeu MORROW] [1970], 289-292.
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— El punt mitja My de AgBy.
— Els punts A; i Bj que resulten d’intersecar les

circumferencies (Ao, AgMy) i (Boy, BoMp) amb A A
ApC i ByD, respectivament. A,

— El punt mitja My de A1 B;. M i C
— Els punts As i Bs que resulten d’intersecar les 0 1§ D
circumferencies (A1, AjM;y) 1 (B, BiM;) amb B,

A1C' 1 B1D, respectivament. B, /§ 1

— Els punts My, A; i Bj que resulten de repetir
aquesta operacié tantes vegades com vulguem.

Observem que s’ha format una col-leccié de trapezis isosceles Ax By Br11Ak+1
en que ApAg+1 1 BpBpy1 no tenen punts en comd, perque Agi1Bpi1 =
ApBy/2 > 0. Per tant, les rectes AgA; i ByBj han estat prolongades a cada
pas sense tallar-se i, en poder-se repetir aquesta operacié tantes vegades com es
vulgui sense trobar un punt en comu, el postulat és fals.

e Mancances i implicacions de la prova de falsedat

Aquesta prova conté una argumentacié del tipus utilitzat per Zend, concre-
tament en el seu “Aquil-les” B3 <E| corredor més lent no sera mai avancat pel més
rapid; perque és necessari que abans arribi el perseguidor al punt des d'on parti el
perseguit, de manera que és necessari que el més lent, cada vegada, tingui quelcom
d’avantatge>. Simplici [v1], filosof neoplatonic comentador d’Aristotil, ho descriu
amb més detall i ho expressa dient que Aquil-les no agafara mai la campiona de
la lentitud que és la tortuga, en un exemple en que el primer porta una velocitat

deu vegades més gran que la segona B9

Aquest tipus d’argumentacid es caracteritza per I'acceptacié de l'existencia
d’un infinit potencial i el rebuig de 'infinit actual. Es a dir, una operacié es
pot repetir de manera reiterada després d’executada, perd no es pot considerar
el conjunt de les infinites repeticions; en geometria podem prolongar i partir
els segments tantes vegades com vulguem, pero no acceptem la serie infinita de
prolongacions acabada, amb existencia actual. Els grecs no admeten que una
suma d’infinites magnituds pugui ser una magnitud finita. De fet, admetre aixo,
significaria admetre el limit com a eina per “actualitzar” una suma infinita. Per
a nosaltres, que acceptem la particié “actual” d’un segment en infinits segments,
no presenta cap dificultat establir que les prolongacions dels segments ApA; i
BBy es tallen en un punt P tal que, si AgBy = a,

. a a a a
AoP:BoP:Tbll_)H;Oa+§+2j+ﬁ+"'+27—2a-

55Vegeu ARISTOTIL Fisica 239b 14.
56Vegeu [SIMPLICT [vi AC], 116 de I'edicié de 1989.
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A
Procle no esta d’acord amb la demostracié de falsedat, 0 A
1
perque sap de casos en que dues rectes AoC i ByD,
tals que CAOBO + DBOAO < m, es troben. Només o C
cal considerar, segons ell, en I'’exemple anterior com 0 D
a rectes de sortida AgC' 1 ByD, les rectes AgBy i
ByBji, les quals es tallen en Bj. B 1
0

Pero, tot i aixi, és conscient que li cal establir una demostraciéo per a la
convergencia de totes les parelles de rectes possibles amb la propietat de tenir la
suma d’angles menor que 7, com indica el postulat.

Abans de presentar aquesta demostracid, notem que un dels efectes que acon-
segueix Fuclides amb la introduccié de P5 és declarar fora de la geometria 1'is
dels arguments en que s’admet ’entrada en joc de I'infinit potencial, pero no la
de linfinit actual. Aixo implica el rebuig a recérrer a procediments infinits. De
fet, aquesta és la tonica de l'obra i de la geometria grega en general, la qual cosa
conduira a la recerca d’una via per atacar els problemes que podrien ser tractats
amb aquests tipus de procediments, com ara bé el tractament de les arees i els
volums. Aquesta recerca els portaria a la creacié del metode d’exhaustié.

e Demostracié de P5 per Procle

Siguin AB, CD i EF tals que BEF + DFE < i aquests angles estan pel
mateix costat de E'F. Traca, pel mateix costat, EH tal que CFE = HEF.

Llavors —per 1.31, que no necessita de P5—
EH i CD s6n paralleles. En poder-se separar
AB i FH una magnitud z major que qualsevol
distancia, en particular major que la distancia’
de separacio6 entre les paralleles EH i CD, les
rectes AB i C'D s’hauran de tallar C_IF

La demostracié esta acabada, pero no s’ha aconseguit ’objectiu de no intro-
duir cap postulat nou i I'intent ha fracassat. Efectivament, ha introduit, a més
d’un terme no definit com és el de distancia, el postulatfd

E

Si des d'un punt es tracen dues rectes que formen angle, llavors la
distancia entre les dues creix, a mesura que es prolonguen, més enlla de
tota magnitud fixada.

D’altra banda, quan parla de distancies s’entén que les determina a partir de
les rectes per B perpendiculars a EH, les quals pressuposa perpendiculars a
la paral-lela CD. Per establir aquest suposit caldria P5 —que és el que vol

demostrar— o una proposicié equivalent 58

5Tfg equivalent a una afirmacié d’ARISTOTIL De caelo, I5 217b 28-30.
58Vegeu lactivitat [76 en qué es demostra a partir de P5 que si una recta és perpendicular
a una altra, també és perpendicular a les seves paral-leles.
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Els intents de demostracié seguiran en els segles segiients i a finals del segle
xvI i al llarg del xvii, Saccheri [1667-1733], Lambert [1728-1777], Wachter
[1792-1817], Schweikart [1780-1859] i Taurinus [1794-1874], van trobar el cami
que havia de conduir Bolyai [1802-1860] i Lobachevski [1793-1856], de manera
independent, a la certesa de la impossibilitat d’aquesta demostracié amb el des-
cobriment i desenvolupament de la geometria hiperbolica, a partir de la negacid
logica de P5. Es forga segur que Gauss [1777-1855] conegué aquests resultats
abans que ells dos, pero no ho va fer public tot i estar convencut de la seva
validesa; possiblement la falta d’una demostracié rigorosa que la nova geome-
tria no portava a contradiccié el va desanimar d’enfrontar-se amb el corrent de
pensament dominant en el seu temps, el qual donava als principis de la geome-
tria euclidiana una existencia “a priori”, i que, per tant, I’establia com 1’'inica
geometria necessariament verdadera.

Activitats 1.3

1. El teoremes 1.17 i 1.32 tracten del valor de la suma d’angles d’un triangle.

e Teorema I1.17

En tot triangle dos angles qualsevol agafats junts sén menors que dos
rectes.

e Teorema 1.32

En tot triangle, si es prolonga un dels costats, I'angle extern és igual als
dos angles interns i oposats, i els tres angles interns del triangle sén iguals
a dos rectes.

i) Demostreu 1.17 a partir de 1138 j 1.16, mitjancant Ia prolongacié d’un
costat.

ii) Demostreu 1.32 a partir de 1.13, 1.29 i 1.31.

2. Calculeu la suma d’angles interns d’un poligon convex amb dos métodes
diferents. Si alguns angles sén concaus serveix el resultat d’abans? (En cap cas
els costats es tallen interiorment)

3. Disposeu d’un escaire, una plomada que podem penjar del vértex de I’angle
recte, 1 un semicercle graduat.

i) De quina manera procedirieu per trobar, amb I’aproximacié que proporciona
el semicercle, I’angle d’elevacié sobre I’horitzo de la part més alta d’un edifici, o
d’un estel, o de qualsevol altre objecte que no es trobés al nivell de I’horitzé?

691.13 afirma que la suma d’angles formats per una recta que s’aixeca sobre una altra és igual
a dos angles rectes. Vegeu a la pagina 52l Iactivitat [L713]
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ii) Establiu raonadament la relacié entre dos angles de costats perpendiculars
en els casos: Agut—agut, agut—obtiis i obtis—obtis.

4. Considereu el problema de la persecucioé de la tortuga per part d’Aquil-les,
en qué aquest porta una velocitat de 10 metres per segon, i la tortuga de 1 metre
per segon, essent la distancia que els separa de 90 metres.
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i) Actueu com dicta I'exposicié de I’Aquil-les a la Fisica i calculeu la suma de
“totes” les distancies recorregudes per Aquil-les, amb ’ajut d’un pas al limit, la
qual cosa implica la consideracio actual de I'infinit en contra del pensament grec.

ii) Suposeu que Aquilles agafa la tortuga, i anomeneu x l’espai que recorre
fins aconseguir-ho. Feu un raonament algebraic que us permeti calcular el valor
de x, i comproveu que coincideix amb el resultat del primer apartat.

1.5 Congruencia de triangles

Hem vist sota quins suposits el teorema 1.4 estableix el criteri de congruencia
de triangles costat—angle—costat. En el teorema 1.8 Euclides estableix el criteri
costat—costat—costat. Ho aconsegueix a partir de 1.7, el qual demostra mitjangant
1.5, en que s’utilitzen finalment 1.4 i 1.3. Estudiarem doncs aquests teoremes,
amb 'excepcié de 1.3 que deixarem per a la secci6[LG. Veurem que la demostracié
de 1.7 no considera tots el casos possibles i que, per tant, el criteri costat—costat—
costat en 1.8 no queda ben establert [

e Teorema 1.5

"0E] cas més complex que falta per demostrar a 1.7 es pot deduir de 1.21, perd aixd no serveix
perque aquest ultim utilitza .16 —el teorema de ’angle exterior— que depen de 1.7. Quant als
criteris, a partir d’ara els identificarem amb les seves inicials, per exemple C—A—C representa
el criteri costat—angle—costat.



44 1. Origens del metode axiomatic deductiu. El llibre I dels Elements d’Euclides

En els triangles isosceles els angles de la base ABC i ACB sén iguals
entre si, i si es prolonguen els dos costats iguals AB i AC [flns els els punts
D i E pel costat de B i C respectivament], els angles CBM i BCN de
sota la base també sén iguals entre si ™0

Fuclides considera un punt M de BD i —per 1.3— cons- A
trueix N sobre AFE de manera que AM = AN. Traca MC

i BN, illavors —per 1.4— els triangles AMC i ANB sén
congruents i BN = CM.

A més, en st MB = MA—BA=NA-CA=NCi B ¢
BMC = CNB, es compleix —per 1.4— que ¢ els triangles M N
BMC i CNB sén congruents, i CBM BCN

I també, ABC = ABN — CBN = ACM — BCM = ACB. D B

e Teorema 1.7

No es poden construir sobre la mateixa recta AB dues rectes AD i DB
respectivament iguals a dues rectes AC i CB donades, de manera que es
trobin en dos punts diferents C i D pel mateix costat i amb els mateixos
extrems A i B que les rectes donades.

Si es poguessin construir C' i D es tindria —per 1.5—

C
D
AC =AD = CDB > ADC = ACD > DCB,
BC =BD = CDB=DCB, A
B
la qual cosa es contradictoria. -

Esta clar que queden per estudiar els casos en que D cau sobre un dels costats
AC o BC, o bé és és interior al triangle ABCT2

Un cop demostrat aquest teorema, Euclides estableix immediatament el cri-
teri C—C—C de la manera segiient.

e Teorema 1.8
Si dos triangles ABC i DEF tenen dos costats AB i AC d'un respecti-

vament iguals a dos costats DE i DF de |'altre, i iguals les bases BC' i
EF respectives, tindran iguals els angles compresos pels costats iguals.

"IEs coneix aquest teorema sota l’expressié Pons asinorum [pont dels ases|, la qual té in-
terpretacions diverses, des de la que diu que representa una frontera pels no aptes per a la
geometria, fins la que diu que el passa millor un ase lent pero segur, que no pas un cavall agil
que s’hi queda clavat. Vegeu [HEATH| [1908], 413414 de ’edicié de 1956.

"?Vegeu lactivitat [[4M0 en que utilitzareu la segona part de 1.5.
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B CE F

Per veure-ho fa una reduccié al absurd. Aplica el triangle ABC sobre el triangle
DEF, fent coincidir els costats BC' i EFF. Llavors diu que si no coincidissin
BA sobre ED, i CA sobre F'D, tindriem dos segments GE i GF respectivament
iguals a uns altres dos DFE i DF amb els extrems en un mateix segment EF'.
Aquests s’ajuntarien en dos punts D i G diferents pel mateix costat de la recta
EF, iaixo —per 1.7— no pot ser. O

S’observa aixi que si 1.7 és cert per a tots els casos, llavors 1.8 estableix també
el criteri per a tots els casos.

Els criteris A—-C—-A i A-A—C es presenten a 1.26. Es de notar que la demos-
tracié és una mica complexa, perque es basa en 1.4 i evita recérrer al transport

d’angles que utilitza alli. L'ds d’aquest transport la faria, potser, més intuitivaZ3

e Teorema I.26

Si dos triangles ABC i DEF tenen dos angles ABC i ACB d'un iguals
respectivament a dos angles DEF i DFE de l'altre, i un costat d'un
igual a un costat de l'altre, estigui aquest costat entre els dos angles
iguals o oposat a un dels angles iguals, tindran els altres costats d'un
iguals al de I'altre i I'altre angle BAC d'un igual a I'altre angle EDF de
I"altre.

B C E F

En els dos casos fa una reduccié a I’absurd. En el primer cas els costats iguals
séon BC' i EF. Suposa AB > DEFE i considera —per 1.3— BH, igual a ED, sobre
BA. Llavors —per 14—, els triangles HBC i DEF sén congruents i HCB =
DFE = ACB, la qual cosa no pot ser perque HCB < ACB. Conseglientment
AB = DFE,ienser BC = EF i ABC = DEF, tots els altres elements dels
triangles ABC' i DEF sén —per [.4— iguals.

En el segon cas considera iguals els costats AB i DE. Suposa BC > EF
i considera —per 1.3— BK, igual a EF, sobre Bg\LlaV(E\—per 14—, els
triangles ABK i DEF sén congruents i BKA = EFD = BCA, la qual cosa
no pot ser perque —per .16— BKA > BCA. Per tant, BC = EF i, en ser

"Vegeu activitat [
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AB = DE i ABC = ﬁﬁ, els elements dels dos triangles ABC i DEF sén
iguals. O

Activitats 1.4

1. Completeu la demostracié del teorema 1.7 per als casos en qué el vertex D
cau sobre un dels costats AC' o AB del triangle ABC, o bé és interior a aquest
triangle. [Utilitzeu la segona part de 1.5]

2. Demostreu 1.26 utilitzant el transport d’angles i segments.

3. Estudiarem en quines condicions C—C—-A proporciona un criteri de con-
gruéncia de triangles.

i) Considereu donats un segment AB i un angle BAH. Considereu, també, un
segment BC' de longitud donada i el punt C' variable. Estudieu quants triangles
es poden construir amb aquests elements i establiu els casos en qué C-C-A és
un criteri d’igualtat de triangles.

ii) Feu una presentacié amb el CABRI de I'estudi de I'apartat anterior.

4. FEl teorema 1.6 és el reciproc del teorema 1.5, i en la seva demostracio s’uti-
litza per primera vegada la reduccié a I’absurd en els Elements.

e Teorema 1.6

Si dos angles ABC i ACB d'un triangle ABC so6n iguals entre si, els
costats AC i AB que subtendeixen els angles iguals també sén iguals
entre si.
Suposeu que no és cert i que, per tant, un dels costats, per exemple el AB, és
major que el AC. Demostreu que aixo condueix a una contradiccio.

a

1.6 El regle i el compas

Segons els tres primers postulats d’Euclides disposem per a la representacié dels
objectes geometrics d’un regle que només serveix per tracar rectes, —no té mar-
ques i per tant no serveix per traslladar segments—, i d’un compas, el qual donat
un punt i un radi permet tragar una circumferencia pero no permet traslladar-la,
es a dir que el compas és tanca quan aixequem les seves puntes del paper. La
pregunta que es planteja és si aquests postulats permeten utilitzar un compas
modern, el qual a primera vista és més potent perque en aixecar les puntes del
paper conserva ’obertura. La resposta és afirmativa gracies als dos primers te-
oremes dels Flements, els quals permeten construir un segment —a partir d’un
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punt donat— igual a un altre segment donat™ Amb aixd, donada una circum-
ferencia podrem construir-ne una altra —amb 'us de 1.1 i I.2— de mateix radi i
un altre centre, amb un compas que es col-lapsi. Llavors, totes les construccions
fetes amb compas modern es poden executar amb el compas euclidia, i els dos
compassos sén equivalents. El teorema 1.3 afina el trasllat de segments que fa
1.2, construint el traslladat sobre una semirecta donada.

1.6.1 Els teoremes 1.1 a 1.3

Presentem aquests teoremes comencant pel 1.1, del qual ja hem discutit la man-
canca axiomatica principal. Aquest permetra establir el teorema 1.2 del trasllat
de segments.

e Teorema 1.1

Construir un triangle equilater ABC sobre una recta finita AB donada

La construccié consisteix en tragar dues circum-
ferencies (A, AB) i (B,BA). Llavors, des del punt
C d’interseccié de les dues, es tracen els segments C' A
i C'B, i en resulta el triangle equilater ABC'.
Euclides ho prova dient que BC' = BA = AB = AC,
en ser C' un punt de les dues circumferencies d’igual A B
radi.

C

e Teorema 1.2
En un punt A donat construir una recta AK igual a un altra recta BC
donada.

Primerament construeix un triangle ABD equilater
sobre AB. Prolonga DB fins a Z i DA fins a E. Talla
el cercle (B, BC') amb DZ, d’on en resulta el punt H.

Finalment, considera el punt K d’interseccio entre el
cercle (D,DH) i la recta DE, llavors AK és el seg- ﬂ
ment cercat.
La prova resulta de considerar que BH = BC i e
DH = DK impliquen BC = DH—DB = DK—-DA = 7

O

E
AK.

"Les construccions que es poden fer amb el regle i el compas euclidia, o en el seu lloc el
compas modern, s’anomenen construccions euclidianes.



48 1. Origens del metode axiomatic deductiu. El llibre I dels Elements d’Euclides

e Teorema 1.3

Donades dues rectes desiguals, restar de la major una recta igual a la
menor @3

Activitats 1.5

B 1. Trobeu la construccié demanada a 1.3 i demostreu-la.

2. Feu una presentacié pas a pas amb el CABRI de la construccié de 1.2.
O

1.6.2 Breu apunt sobre eines de construccié equivalents.

En diferents moments de la historia han aparegut autors que per motivacions
diverses, tant de tipus practic com teoric, s’han plantejat si les construccions
euclidianes es podien assolir amb un compas menys potent, o amb un sol dels
dos instruments euclidians. Una de les conclusions a la que s’arriba en primer
lloc, és que el domini dels punts construibles amb el regle sol és més restringit que
el domini de punts construibles amb eines euclidianes. Un dels arguments més
utilitzats en la demostracié d’aquest fet, és el de la impossibilitat de construir el
punt mitja de dos punts donats. Actuem mitjancant una reduccié a ’absurd:

Suposem que sigui possible construir el punt mitja M de dos punts P i Q)
donats, tracant un nombre finit de rectes amb el regle sota les condicions donades
pels dos primers postulats dels Flements:

— Sempre que tenim dos punts podem tracar la recta que els conté.
— Sempre que tenim un segment podem prolongar-lo.

Llavors, si projectem totes les linies construides, des d’un punt A exterior al pla
7 de construccié, sobre un altre pla 7’ que no passi per A i tal que la recta wN«’
no tingui la mateixa direccié que PQ), obtenim:

— Els punts P, Q i M es projecten so-
bre els punts P’, Q' i M’, els quals
estan alineats perque es troben so-
bre la interseccié dels plans APQ i

.

— Totes les rectes de la construccid so-
bre 7 es projecten sobre rectes de 7’.

Per tant, si la construccié de M amb regle sol fos correcta —la qual cosa vol
dir que és independent dels punts P i Q) triats—, M’ hauria de ser el punt mitja
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de P’ i Q'; perque la col-leccié de rectes en el pla 7’ es pot construir amb els
mateixos passos que la construccié de rectes en el pla w. Pero, la realitat es que
M’ 1o és el punt mitja de P’ i Q'@ i hem obtingut una contradiccid.

Fins aqui hem establert la no equivalencia de les construccions amb regle sol
i les construccions euclidianes. Abu’l Wefa [940-998], matematic persa que va
estudiar a I'Irak i va ser professor a Bagdad on va morir, fou un dels primers en
plantejar-se la reduccié de la potencia de les eines euclidianes. S’interessa en les
construccions amb el regle i un compas rigid o d’obertura fixa. En un manuscrit,
que és una copia d’'uns apunts d’'un alumne seu, s’hi troben tot un seguit de
construccions amb aquestes eines. Es creu que el seu interes en el tema era de
caire practic, motivat per les aplicacions a la mecanica, ’arquitectura i la fabri-
cacio d’eines per a I’astronomiaZl Presentarem dues de les seves construccions,
en queé anomenem 7 el radi del compas.
e AW.1

Construir la perpendicular per I'extrem de la recta AB.

Traca les circumferencies (A,r) —la qual talla AB en C— i la circumferencia
(C,r). Considera el punt D d’interseccié de les dues i construeix la circumferencia
(D,r). El punt E d’interseccié de la recta C'D amb la circumferencia (D,r),
determina la recta AE que és la perpendicular buscada. O

E

e AW.2
Dividir la distancia AB en dues o en n parts iguals.

Traga les circumferencies (A,r) i (B,r) les quals es tallen en els punts CD.
Llavors, el punt M d’interseccié de AB i C'D és el punt buscat.

Per dividir en n parts, traca les perpendiculars per A
i B, a AB, en sentits oposats. Després, mitjancant Q,
el compas, marca sobre aquestes perpendiculars els
punts A; i B;,ambi¢ =n—1talsque AA; = A;_14; =
r = B;_1B; = BBj. Les rectes A;B,,_; tallen AB en
els punts @); que parteixen AB en n parts iguals.

"6Vegeu activitat
""Vegeu [GEPPERT[1929)].
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a

L’equivalencia entre aquest ultim tipus de construccions i les euclidianes va
ser enunciada per Jean—Victor Poncelet [1778-1867] i tractada d’una manera
completa per Jacob Steiner [1796-1863].

Finalment, apuntem que les construccions euclidianes es poden aconseguir
amb 1"is del compas i prescindint del regle. Aquest resultat era, en un principi,
atribuit a Lorenzo Mascheroni [1750-1800] per la seva publicacid, 'any 1797,
a I'obra La geometria del compasso,m pero als voltants del 1928 el matematic
danes Johannes Hjelmslev va descobrir una copia del llibre Fuclides Danicus,
publicat el 1672, de Georg Mohr, en que establia aquesta equivalencia.

Activitats 1.6

1. Demostreu, fent una reduccié a ’absurd i utilitzant coneixements de sem-
blanga de triangles, que en una projeccié del tipus presentat a I'inici de la seccid,
els punts mitjans no es transformen en punts mitjans.

2. i) Construiu les interseccions d’una recta i un cercle, utilitzant inicament
un compas modern, si coneixeu dos punts A i B de la recta i el centre O i un
punt P del cercle, en qué P no pertany a la recta.

ii) Feu-ne una visualitzacié amb el CABRL

1.7 Algunes construccions del llibre I

El grup de teoremes 1.9-1.12 presenta les construccions de la bisectriu d’un an-
gle, del punt mitja de dos punts, i de les perpendiculars a una recta per un punt
interior i per un punt exterior. Comencarem amb la presentacié de la construc-
ci6 de 1.12 la qual ens plantejara la necessitat d’introduir 1.10 i .9. Per a les
demostracions vegeu 'activitat [T

e Teorema 1.12

Donada una recta infinita r, tracar una perpendicular des d'un punt C
exterior a ella.

"Vegeu els problemes 110-112 de [MASCHERONI [1797], 70-74 de la traduccié francesa de
1980. Aquesta és una edicié corregida de la traduccié que Bonaparte va encarregar, el 1798,
a l'oficial M. Carette. Per a algunes notes historiques i un tractament complet del problema
de diversos tipus d’eines equivalents i no equivalents a les euclidianes vegeu [CARREGAI [1981],
EVES [1963], [EVES| [1976], [LEBESGUEI [1950], 25-35.
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Primerament traga la circumferéncia (C,CK)

en que K és un punt de “’altre costat” de la ¢
recta r. Després construeix el punt mitja M de
les seves interseccions A i B amb la recta r, i A B
construeix el segment C'M. Aquest és el seg- " M %
ment perpendicular buscat. -
La construccié del punt mitja d’un segment la trobem a I1.10.

e Teorema 1.10

Dividir en dues parts iguals una recta finita do- H,

nada.
Comenga amb la construccié —per I.1— d’un triangle
equilater AH B sobre el segment AB i després traca la 5 s
bisectriu de 'angle AHB. El punt D d’interseccié d’a-
questa dltima amb el segment AB és el punt mitja buscat. .

La construccié de la bisectriu d’un angle la trobem a I1.9.

e Teorema 1.9

Dividir en dues parts iguals un angle DHE rec- B

tilini donat.
Considera —per 1.3— D sobre HA 1 FE sobre HB DR—1—A\E
tals que HD = HE, i construeix —per I.1— el trian- A
gle equilater DEF sobre DE del costat contrari de H. F B
Llavors, la bisectriu és HF'. -

Finalment presentem 1.11, la construccié del qual no guarda cap relacié di-

recta amb les anteriors.
e Teorema 1.11

Tracar una linia recta que formi an-
gles rectes amb una recta donada r
des d'un punt C d’'aquesta.

Considera D # C sobre la recta r, i E sobre r tal r
que CFE = DC'. Construeix el triangle equilater
DFE, i FC és el segment buscat.

Activitats 1.7

1. i) Proveu que les construccions dels quatre teoremes anteriors sén correc- [E,
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tes utilitzant, per a cada teorema, els teoremes ja demostrats, i per a:
— 1.9, els triangles HDF' i HEF'.

— 110, els triangles ADH i BDH.

— 1.11, els triangles DCF i ECF.

— 112, els triangles AMC' i BMC.

ii) Elaboreu una visualitzacié, amb el CABRI, del tragat d’una perpendicular

per un punt exterior a una recta, inspirada en 1.12,

2. Feu analisis diverses que us permetin construir una recta perpendicular pel
punt extrem A d’un segment donat AB, si aquest segment no es pot prolongar
a partir de A.

3. Demostreu els teoremes 1.13, utilitzant 1.11, i .15, utilitzant 1.13.

e Teorema 1.13

Si una recta aixecada sobre una altra recta forma angles, o bé formara
dos angles rectes, o bé formara angles iguals a dos rectes ™

e Teorema I1.15

Si dues rectes es tallen, formen angles en el vertex iguals entre siE0

4. Demostreu el teorema 1.28:

i) Directament a partir de 1.13, 1.15 1 1.27. (Aix{ ho fa Euclides)

ii) Fent una reducci6 a I'absurd i utilitzant 1.13 1 I.16.

e Teorema 1.28

Si una recta ¢ en incidir sobre dues rectes r i s fa I'angle extern igual
a I'angle intern i oposat del mateix costat, o els dos interns del mateix
costat iguals a dos angles rectes, les rectes sén paral-leles entre si.

5. Demostreu el teorema 1.30.
e Teorema 1.30
Les paral-leles a una mateixa recta sén també paral-leles entre si.
6. L’objectiu d’aquesta activitat és analitzar una demostracié de la primera
part de 1.29 que es troba alROUCHE-COMBEROUSSE [1883], la qual presentem a

I'ultim apartat. Aquesta és desenvolupada amb I'ajut dels postulats i teoremes
no posteriors a 1.16, tenint en compte que 1.26 s’'obté d’aquests teoremes.

i) Demostreu que per un punt interior o exterior a una recta donada, existeix
una udnica recta que li és perpendicular.
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ii) Demostreu que tota recta perpendicular a una recta r donada, és perpendi-
cular a qualsevol recta paral-lela a r.

iii) En la pagina 32 de 'obra citada a 'inici de
Pactivitat, trobem la demostracié segtient sobre
la igualtat d’angles alterns interns determinats
per dues paral-leles AB i C'D tallades per una
secant. Si G i H son les seves interseccions amb
la secant, procedeix aixi:

Sigui O el punt mitja de GH i tracem, per O, la perpendicular comuna
IK a les paral-leles AB i CD; OI caura dins |'angle agut OGA i OK caura
dins I'angle agut OHD. A més, els triangles rectangles OGI i OHK tenen
les seves hlpotenuses OG i OH iguals, en ser O punt mitja de GH, i els
angles I0G i KOH iguals, en ser oposats pel vertex: sén llavors |gua|s [els
triangles] i, conseglientment, I'angle OGI és igual a I'angle OHK.

Feu la recerca de tots els teoremes —fins el 1.16— implicats en la demostracio.

|

1.8 Analisi del transport d’angles. Teorema 1.23

Presentem una analisi per a la construccié d’'un angle sobre una recta r donada,
—

d’origen P, igual a un angle donat o = T'OS, inspirada en la construccié i sintesi

d’Euclides a 1.23.

e Teorema 1.23

Sobre una recta i en un punt d’ella construir un angle rectilini igual a
un angle rectilini donat.

El fil que conduira I'analisi sera la consideracié de dos triangles congruents en
que un dels angles sigui ’angle o donat.

Smem doncs el problema resolt. O sigui que hem construit un punt H tal
que QPH = «, —on @ és un punt qualsevol de la semirecta r—.

H

Considerem X, X’ i A respectivament dels segments PH, OS i OT tals que
OX' = PX = PQ = OA. Llavors, pel criteri C-A-C, —teorema 1.4—, en ser
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PQ = OA, PX = OX' i QPX = a = AOX', els triangles QPX i AOX'
sé6n congruents i tenen QX = AX'BI Pero els punts Q, A i X’ sén coneguts i,
consegientment, també es coneix QX en magnitud; i es coneixen P() en posicid,
i PX en magnitud. Aixo ens indica que ’analisi s’ha acabat perque, mitjancant
1.22, podem construir un triangle a partir de les magnituds dels tres costats. A
més es podra fer en la posicié desitjada perque P(Q és donat. Aixi construirem:

— La circumferéncia (O,0A), en qué A pertany a OT, i la seva interseccié
X' sobre OS.

— La circumferencia (P,OA) i la seva interseccié @ sobre r.

— La circumferencia (Q, AX’) i la seva interseccié X amb la circumferencia
(P,OA).

— L’angle @( cercat.

La sintesi és immediata, a partir del criteri C-C—C [L.8] i del teorema 1.22, el qual
hem estudiat en la seccid junt amb el “diorismds” que li proporciona el teo-
rema [.20; ens limitarem, doncs, ha donar-ne explicitament I’enunciat. Com que
1.20 depen, directa o indirectament, de 1.18 i 1.19, també donarem els enunciats
d’aquests ultims i la citacié dels teoremes que s’utilitzen en la seva demostracio.

e Teorema 1.18

En qualsevol triangle ABC el costat AC més gran subtendeix |'angle
ABC més gran.

Utilitza els teoremes 1.2, 1.5 1 .16 en la seva demostracié. L’estrategia d’aquesta
consisteix en considerar BD tal que D esta sobre AC i AD = AB, i comparar
els angles adequats.

e Teorema 1.19

En qualsevol triangle ABC I'angle ABC més gran és subtendit pel costat
AC més gran.

Fa una reduccié a ’absurd que el porta a contradir, en un cas el teorema 1.5, i
en 'altre el teorema I.18.

81No caldria considerar OX’' = OA i OA = PQ; ho hem fet de cara a la construccié final,
perque en resultés el tragat d’una circumferéncia menys.



1.8. Analisi del transport d’angles. Teorema 1.23 95

e Teorema 1.20

En qualsevol triangle ABC, dos costats qualsevol agafats junts sén més
grans que l'altre.

En l'estudi esmentat d’aquest teorema a la seccié B.G, es pot comprovar que
s'utilitzen 1.5 1 .19 en la seva demostracié.

e Teorema 1.22

Construir un triangle amb tres rectes que siguin iguals a tres rectes
donades: consegiientment és necessari que dues de les linies agafades
juntes de qualsevol manera, siguin més grans que l'altra que queda.

Per a la demostracié només utilitza 1.3, pero per poder-la dur a terme cal que
compleixi la condicié que ha establert a 1.20.

Finalment, abans d’entrar en un nou grup de teoremes que tracten amb la
comparacié d’arees, farem la presentacié dels enunciats de tres teoremes que
falten per completar el conjunt d’enunciats fins el teorema 1.32; els quals no
intervenen en ’establiment dels teoremes posteriors del llibre I. Aquest sén els
teoremes 1.21, 1.24 i 1.25:

e Teorema 1.21
Si a partir dels extrems d'un dels costats d'un triangle es construeixen
dues rectes que es trobin en el seu interior, les rectes aixi construides

seran menors que els altres dos costats del triangle, pero formaran un
angle major.

FEuclides demostra aquest resultat amb la participacié dels teoremes 1.16 i 1.20.

e Teorema 1.24

Si dos triangles tenen dos costats respectivament iguals a dos costats,
pero un té I'angle format per les rectes iguals major que I'altre, també
tindra la base major que I'altra.

En aquest cas els teoremes que utilitza en la demostracié sén 1.4, 1.5, 1.19 i 1.23.

e Teorema 1.25

Si dos triangles tenen costats respectivament iguals a dos costats, pero
un té la base major que I'altra base, també tindra I'angle format per les
rectes iguals més gran que |'altre.

Aquest dltim teorema el demostra a partir de 1.4 i 1.24.
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Activitats 1.8

1. Feu una presentacié pas a pas de la construccié del teorema 1.23 amb el
CABRI; creeu una macro —amb l'ajut d’aquest teorema— tal que donat un
angle o determinat per tres punts, i un segment AB com a objectes inicials,
produeixi un angle BAH = «

2. Representeu, pas a pas amb el CABRI, la construccié d’una paral-lela per
un punt exterior a una recta, del teorema I1.31.
O

1.9 Comparacio i aplicacié d’arees

A partir del teorema 1.33 comenca una seccié dedicada a la comparacié i aplicacié
d’arees entre paral-lelograms i triangles, la qual es pot generalitzar a poligons
en general. Per fer-nos una idea prévia dels tipus de tractament utilitzat per
Euclides presentem una comparacié d’arees inspirada en els seus teoremes.

Si considerem un paral-lelogram ABCD, li retallem el triangle AHD —en
que H és interior a C'D— i apliquem ADH sobre BC, en resulta el paral-lelogram
ABGH que té la mateixa area.

D H C G D C H G

A B A B

Ens preguntem si aquesta invariancia de les arees també es produeix quan cons-
truim un paral-lelogram ABGH en que HG esta sobre la recta suport de C'D i
és exterior a aquest segment. Una observacié atenta ens dona una resposta afir-
mativa perque, en ser els triangles ADH i BCG congruents pel criteri C-A-CE2

ABCD = ABGD — BCG = ABGD — ADH = ABGH .

Una consequencia immediata d’aquest resultat és que les arees dels triangles que
tenen la mateixa base i el vertex oposat sobre una linia paral-lela a aquesta, sén
iguals.

El problema de quadrar superficies resulta forga accessible amb 1'is de tec-
niques associades a aquestes observacions B3 Per exemple, si el que es pretén és

82A partir d’ara quan parlem d’igualtat de figures ens referim a igualtat d’arees.
83E] terme quadrar s’utilitza en el sentit de construir un quadrat d’igual area que la superficie
donada.
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construir un quadrat d’area igual a un quadrilater donat, els geometres grecs
construirien en primer lloc un rectangle d’area igual a la donada i, a continuacio,
construirien el quadrat igual tal com es fa en el teorema 111484 15 primera fase
seria realitzada, a partir del quadrilater ABC D, amb les construccions seglients:

— El triangle ABM igual al quadrilater ABCD.
— El paral-lelogram AHJM igual al triangle ABM.
— El rectangle PQJM igual al paral-lelogram AHJM.

La construccié més complexa és la primera, la qual

es pot resoldre si tenim en compte, com ja hem ob- B
servat anteriorment, que triangles amb la mateixa

base i situats entre paral-leles sén iguals. ¢
Efectivament, considerem la recta BD i una pa-
ral-lela r pel punt C. Si prolonguem AD fins tallar
r, el triangle BDM és igual al BDC' i, per tant,

ABM = ABD+BDM = ABD+BDC = ABCD.

Els passos de la totalitat del procés es presenten en el grafic adjunt.

M. N J M J M J M
C
D
B A B H A H AP @ P Q

1.9.1 Comparaci6é d’arees. Teoremes 1.33 a 1.41

Aquest primer grup de teoremes proporciona una idea clara de les tecniques
en qué es fonamentaria la comparacié d’arees, en absencia d’una teoria de la
proporcié, en el primer perfode pitagoricB¥ Farem una presentacié dels tres
primers i deixarem els altres en forma d’activitat.

84Veurem el teorema II.14 a la seccié la seccié

8IGUZMAN [1986], 2426, situa el teorema 1.44, el qual depén del grup 1.33-1.41, entre <al-
gunas de las porciones de los elementos que parecen provenir de fuentes pitagoricas, a juzgar por
diversos testimonios y por razones légicas internas>. [EVES| [1963], 24-25 de l’edicié espanyola
de 1969, proposa —referint-se al problema de construir, a partir d’un poligon donat, un altre
poligon amb un costat menys i de mateixa area— la tecnica que hem presentat al principi de
la secci6 pel cas d’un quadrilater, i diu d’ella que «probablement era coneguda dels pitagorics>.
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e Teorema 1.33

Les rectes AC' i BD que uneixen rectes AB i CD iguals i paral-leles [amb
extrems] en la mateixa direccid, sén també iguals i paral-leles.

L’estrategia de la demostracié passa per considerar la diagonal AD i en comparar
els triangles CDA i BAD.

Tenim, per 1.29 i ser AB i CD paralleles, CDA = A B
BAD, AD comu i, per hipotesi, AB = CD; llavors
—per L4— AC = BD. A més —per L.4— ADB =
DAC; lavors —per 1.27— AC i BD sén paral-leles. c D .

e Teorema 1.34

En les arees dels paral-lelograms els costats i els angles oposats sén
iguals entre si, i la diagonal les divideix en dues parts iguals.

Actua de manera semblant a la de 1.33, amb els triangles ABC' i DCB.

Tenim, per 1.29 i els costats paral-lels entre si, CBA =

BCDiACB = DBC i BC comt; llavors —per 1.26— A B
tots els altres elements sén iguals, i per tant, @
ACD = ACB + BCD = DBC + CBA = DBA. ¢ D

A més, AB = CD, BC comu i ABC = DCB impliquen, per 1.4, que els
triangles ABC' i DCB sén iguals. O

e Teorema 1.35

Els paral-lelograms ADBC i EF BC que estan sobre la mateixa base BC
i entre les mateixes paral-leles AF i BC sén iguals entre si.

En aquest cas, la seva estrategia esta en demos-
trar la congruencia dels triangles FEAB i FDC, A D b F
perque llavors

ADBC = AFBC —-FDC =
= AFBC - FEAB = EFBC B c

Estableix la igualtat dels triangles, a partir de 1.4, de la manera segiient:
— AE = DF enser —per 1.34— AF = AD+DFE = BC+DFE = EF+DFE = DF.
— AB = DC també per 1.34.
— FEAB = FDC en ser —per 1.29— AB i DC paral-leles tallades per la secant
AF. O
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Activitats 1.9

1. Demostreu els teoremes 1.36 a 1.41 a partir dels teoremes que els precedeixen [E,
en els Elements.

e Teorema 1.36
Els paral-lelograms ADBC i EHFG que estan sobre les bases BC' i FG
iguals i entre les mateixes paral-leles sén iguals entre si.

Indicacio: Considereu els segments BE i CH.

A D E H C D
1.36 1.37

o Teorema 1.37

Els triangles ABC i ABD que estan sobre la mateixa base AB i entre les
mateixes paral-leles AB i C'D sén iguals entre si.

e Teorema 1.38

Els triangles ABC i DEF sobre bases AB i DE iguals i entre les mateixes
paral-leles AE i CF sén iguals entre si.

C F D
1.38 1.39 <

e Teorema 1.39
Els triangles ABC i ABD iguals que estan sobre la mateixa base AB i en
el mateix costat, estan també entre les mateixes paral-leles.

Indicacioé: Feu una reduccié al absurd. Suposeu que AB i C'D no sén paral-leles
i apliqueu 1.31 al punt C i la recta AB.

e Teorema 1.40

Els triangles ABC i BDE iguals que estan sobre bases iguals AB i BD i
en el mateix costat, estan també entre les mateixes paral-leles.

Indicaci6: Actueu de manera semblant a 1.39.
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C E C D E
1.40 I.41

A B D A B

e Teorema I1.41

Si un paral-lelogram ABCD té la mateixa base AB que un triangle ABE i
esta entre les mateixes paral-leles, el paral-lelogram és el doble del triangle.

2. Visualitzeu en un fitxer CABRI la construccio de la diferéncia de dos trian-
gles, seguint les indicacions adjuntes:

— Considereu els triangles BAC i APQ), en qué P pertany a la prolongacio
de AC.

— Expresseu la diferéncia mitjangant BHC = BAC — APQ, en qué H és
interior al segment AC.

— Tingueu en compte les Iinies auxiliars del grafic, i el teorema 1.37.

3. Es tracta de dividir un triangle en dues figures d’area igual, mitjancant una
recta que passi per un punt donat del seu perimetre.

i) Feu-ne una analisi que us permeti elaborar un métode de construccio.

ii) Creeu una visualitzacié i una macro, amb el CABRI, que proporcionin la
solucid.

4. Suposeu que treballeu sota les hipotesis segiients:
H1: A cada segment se li pot associar un sol nombre al qual anomenarem lon-

gitud del segment.

H2: Es pot identificar I'area d’un rectangle amb el nombre resultant de multi-
plicar les longituds dels seus costats.
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i) Establiu férmules per al calcul de les arees dels paral-lelograms, triangles,
trapezis 1 poligons regulars.

ii) Suposeu que es poden tractar els cercles com a poligons de molts costats, i
que la relacio entre el perimetre i el diametre de cada cercle és un valor constant
que anomenem w. Trobeu una férmula per al calcul de I'area.

1.9.2 Aplicaci6é d’arees. Teoremes 1.42 a 1.45

Els teoremes 1.42 a 1.45 constitueixen un cos en que es troba per primera vegada
el concepte d’aplicacio d’arees, concretament en el teorema 1.44. En aquest es
proposa d’aplicar un paral-lelogram, d’area i angles coneguts, sobre un segment
donat; aixo significa construir el paral-lelogram de manera que un dels seus
costats coincideixi “exactament” amb el segment donat. Es torna a trobar el
concepte d’aplicar un paral-lelogram sobre un segment, en les proposicions VI.28
i VI.29, en que es planteja aquesta aplicacié, respectivament, amb un “defecte”
o un “excés” d’'un paral-lelogram semblant a un paral-lelogram donat.

Per fer-ne una interpretacid, traduim el significat de tots aquests termes
al llenguatge de I'algebra moderna, estudiant el cas més senzill en que el pa-
ral-lelogram d’area S donada que es vol aplicar és un rectangle, i que l'excés
o defecte sobre el segment AB donat és un quadrat. Fem AB = a i el costat
perpendicular AB del rectangle aplicat igual a x:

L s ] s [ 5 T

a a «— aq —

— Aplicar exactament <= trobar x tal que a-x = S.
— Aplicar amb defecte <= trobar x tal que z - (a —x) = S.

— Aplicar amb excés <= trobar x tal que z - (a +x) = 5.

Hem trobat una equivalencia entre els problemes d’aplicacié d’arees i la resolucio
de determinats tipus d’equacions algebraiques de primer i segon grau.

D’altra banda, veurem en el capitol proxim que algunes proposicions del 1li-
bre II permetran establir la solucié d’aquests problemes de segon grau, amb unes
tecniques que s’atribueixen als antics pitagorics, sense haver de recorrer —com es
fa en el llibre VI— a una teoria de la proporcié. Amb aquest motiu s’ha agrupat
1.44 juntament amb els resultats del llibre II i amb alguns altres de posteriors, en
un cos anomenat algebra geométricaB8 En opinié d’alguns historiadors, aquest

86Segons [DAHAN-PEIFFER [1986], 76, el nom d’algebra geomeétrica s’utilitza des de Tannery,
a l'altim quart del segle passat.
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nom es justificaria perque Euclides, realment, estaria fent algebra en el domini
de les magnituds geometriques, les quals no podien ser explicades amb el nom-
bre degut a l'existencia de magnituds incommensurablesBl Per aquest motiu
calia utilitzar el llenguatge de la geometria i s’havien d’interpretar en el camp
de les magnituds geometriques, les lleis de l'algebra, perfectament conegudes
per la matematica babilonica, B com ara la distributiva, quadrat del binomi,
diferencia de quadrats, i els metodes de resolucié d’equacions quadratiques i sis-
temes reductibles a equacions quadratiques. Les magnituds geometriques podien
representar els nombres, perod no podien ser representades d’una manera exhaus-
tiva per aquests. Tanmateix aixo incorporava una nova limitacié, la de les tres
dimensions de ’espai geometric. No hi havia interpretacié geometrica possible
per a problemes que impliquessin un producte de més de tres nombres. Aquest
fet representa un condicionament molt fort en la resolucié de molts tipus de pro-
blemes, com per exemple els equivalents a la resolucié general de ’equacié de
tercer grau, el qual implica la resolucié d’una equacié de sise grau.

Finalment, abans de centrar-nos en els quatre teoremes d’aquesta seccid,
apuntem que si en els tres problemes d’aplicacié d’arees presentats considerem
I'area S igual a la d’un quadrat y? variable, obtenim tres families de parelles de
segments (z,y) que han de complir respectivament:

— Aplicacié exacta Coa-x =19y
— Aplicacié amb defecte: a- (a —x) = y2.

— Aplicacié amb excés : a-(a+x) = y>
Si representem aquestes parelles d’una en una, en una refereéncia determinada,
determinen una col-leccié de punts situats sobre unes corbes que Menecm va
introduir en el seu estudi sobre la resolucié del problema de la duplicacié del
cubB2 Aquestes serien identificades amb les seccions planes d’un con, estudi de
les quals adquiriria una importancia capital en la tradicié de la geometria grega.

Tornem al teorema 1.44 i observem que per a la seva construccié Euclides
necessita un teorema i una construccio previes, els quals presenta en 1.43 i 1.42.

e Teorema 1.42

Construir en un angle rectilini D donat, un paral-lelogram ECFGX igual
a un triangle ABC donat.

8"Vegeu [VAN_DER_WAERDEN[1961], 125-126. Aquesta opinié ha estat molt debatuda i no
hi ha acord en aquest punt. Vegeu [UNGURUl [1975] i un fragment de l'article d’Unguru a
FAUVEL-GRAYI [1987], 142.

88Vegeu [BASHMAKOVA—SMIRNOVAI [2000], 1-10.

89Vegeu la seccié
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Pot construir —per 1.10— el segment AE en

que E és el punt mitja de BC. Llavors, constru- W A H

eix —amb [.23— C'E'H igual a ’angle D donat.

Finalment construeix el paral-lelogram ECFG

determinat per EH, EC i les paral-leles cons-

truides —per 1.31— per C a FH,iper A a EC.
Aquest paral-lelogram —per 1.41 i [.38— verifica

ECFG=2-ECA=FECA+ EBA.

O
e Teorema 1.43
En qualsevol paral-lelogram, els complements EH i GF dels pa-
ral-lelograms AK i KD situats al voltant de la diagonal AD sén iguals
entre si.
Es compleix —per 1.34— ADB = ADC, AKFE =
AKG i KDH = KDF i, per tant, 4G c
E F
EBKH = ADB- AKFE—-KDH =
= ADC - AKG - KDF = GKCF. B H D
O

e Teorema 1.44

Aplicar a una recta donada AB, en un angle rectilini D donat, un pa-
ral-lelogram igual a un triangle C donat.

L’estrategia de la resolucié passa per utilitzar 1.42 per construir un paral-lelogram
BEFG, d’area C' sobre la prolongacié del segment AB, en ’angle donat i, amb
la construccié del gnomon® determinat per aquest paral-lelogram i el segment
AB, obtenim el paral-lelogram ABLM que té la superficie desitjada com assegura
[.43. Vegem la construccié amb detall, en que es traga:

K

VAN

VAN

H A M

- wral-lelogram BEFG, en que FE cau sobre la prolongacié de AB i
GBE = D.

91El recurs a aquesta figura és una constant en el llibre II dels Elements on esta definida, i de
la que ens ocuparem amb detall. Valgui de moment dir que el gnomon, en aquest cas, es podria
definir com la figura que queda del paral-lelogram quan li restem un paral-lelogram semblant,
és a dir que el gnomon és el poligon de sis costats HM LBEF'.
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— El punt d’interseccié H de la prolongacié de F'G amb la paral-lela per A a
BG@G.
— El punt d’interseccié K de les rectes suport de FE i HB.

— Els punts d’interseccié L i M de les prolongacions de GB i HA amb la
paral-lela per K a EB.

Per totes les consideracions anteriors, el paral-lelogram desitjat és ABLM. O

Activitats 1.10

1. Feu una representacio pas a pas amb el CABRI, de la construccio del teore-
ma 1.44. Comproveu amb les eines de mesura que quan D = /2, la construccio
proporciona la solucié de I'equacié de primer grau AB - x = C.

2. El teorema 1.45 és una generalitzacié del teorema 1.42, en el sentit que la
figura d’area donada és un poligon qualsevol —un quadrilater en la presentacio
d’Euclides— en lloc d’un triangle. Se situa en aquesta posicié perqué utilitza
1.44 en la construccio.

e Teorema 1.45

Construir en un angle rectilini donat, un paral-lelogram igual a una figura
rectilinia donada.
Descriviu la construccié, suposant que la figura donada és un quadrilater, partint-
la en dos triangles i aplicant 1.42 i 1.44.
O

1.10 El teorema de Pitagores.

Hem tingut oportunitat de veure que el teorema de Pitagores era conegut de
totes les civilitzacions de I’Orient, en eépoques anteriors o contemporanies a la
civilitzacié grega del temps de Pitagores. L’tnic dubte es presenta en el cas
d’Egipte, en el qual no tenim constancia escrita d’aquest coneixement. Gillings
es mostra esceptic davant del testimoni de Turnbull, el qual afirma22

Els seus agrimensors eren coneguts com a tibadors de cordes, perque
utilitzaven cordes amb nusos o marques, en intervals iguals, per mesurar
els seus terrenys. Amb aquests mitjans senzills eren capagos de construir
angles rectes, perqué coneixien que les tres cordes de longituds, tres,
quatre i cinc unitats respectivament, es podien disposar en forma de
triangle rectangle.

92Vegeu [GILLINGS| [1972], 238 en qué cita [TURNBULLI [1951].
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Tanmateix Van der Waerden es mostra favorable a acceptar que els egipcis conei-

xien alguns terns pitagorics, encara que no hi ha cap mencié a la seva associacié
. 0

amb triangles rectangles.

En els Elements trobem el teorema de Pitagores i el seu reciproc en les pro-
posicions 1.47 i .48. Se suposa que la demostracié de 1.47 és del propi Euclides, i
s’han proposat conjectures diverses sobre com els pitagorics o el mateix Pitagores
podrien haver establert aquest resultat. S’especula des d’algun tipus de “demos-
tracié visual” a l'estil de la presentada en l'apartat LI2™ fins a una demostracié
en que hi participés la semblanca de triangles, la qual per estar ben fonamentada
necessita d’una teoria de la proporcic’). El que s’accepta ampliament, malgrat
I’absencia de documentacié original, es que els primers pitagorics tenien una de-
mostracié que incorporava, potser d’una manera primitiva, elements del patro
axiomatic—deductiu.

La demostracié d’Euclides és constructiva, és a dir que construeix sobre el
quadrat de la hipotenusa dos rectangles que el parteixen i tals que les seves
arees son respectivament iguals a cadascun dels quadrats sobre els catets. Per
demostrar-ne la veritat utilitza els teoremes 1.4, 1.14, 1.31, 1.41 i 1.46.

e Teorema 1.46

Tragar un quadrat sobre una recta donada.

Construeix —per 1.11— AC' perpendicular a AB per ¢

A considera D sobre AC' tal que AD = AB. Traga — D £
per [.31— una paral-lela a AB per D, i una paral-lela a

AD per B. Aquestes es tallen en F i el quadrat buscat

és ABDE, la qual cosa justifica amb 1.29 i 1.34. 4 B

93Vegeu l'activitat [CITE i [VAN DER_WAERDEN [1983], 24.
9Vegeu lactivitat [CITE
95Vegeu la seccié [[Z3
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e Teorema 1.47

En els triangles rectangles el quadrat sobre el costat que subtendeix
I'angle recte és igual als quadrats sobre els costats que formen |'angle

recte 20

Siguin ABC el triangle rectangle, Q1 i Qo
els quadrats AB; i BCy sobre els catets
AB i BC, i Q3 el quadrat AC3 sobre la
hipotenusa AC. Euclides comenga cons-
truint aquests quadrats i 'altura des del
vertex B de ’angle recte —utilitzant 1.46
i 1.31—, i justifica —per 1.14— que els ca-
tets estan alineats respectivament amb els
costats BB i BBs dels quadrats Q1 i Q2.
Llavors estableix que si prolonga l'altura
BM corresponent al vertex B fins tallar
en N el costat A3C'3 més allunyat del qua-
drat @3, el quadrat @ és igual al rectan-
gle A3M i el quadrat Q2 al rectangle Cs M.
Conseglientment Q1 + Q2 = Q3.
Ho justifica aixi:

Q1 és el doble del triangle A1 AC, per 1.41.

Els triangles A; AC' i BAAj3 s6n congruents, per 1.4.

El quadrat Q1 i el rectangle AsM sén iguals.

— Diu que passaria el mateix per a Q9 i C3M.

~ Q1+ Q2= A3M + C3M = Q3.

El rectangle A3M és el doble del triangle BAAs, per 1.41.

BQ
B, &
Q,
Q,
Al
A T c
Qs

Ay N Cy

O

Finalment el teorema 1.48 estableix que la propietat de Pitagores —sobre les arees
dels quadrats dels costats dels triangles— determina els triangles rectangles.
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e Teorema 1.48

Si en un triangle ABC el quadrat sobre un dels costats BC és igual als
quadrats sobre els altres dos costats AB i AC del triangle, I'angle format
per aquests dos costats del triangle és recte.

C

L’estrategia d’Euclides consisteix en construir un tri-
angle rectangle ADC a partir del triangle ABC' donat,
i demostrar que els dos sén congruents amb el teorema

1.8, —criteri C-C-C—. D B

Actua construint —per 1.11— una perpendicular a AC' en A. Sobre ella
considera —per 1.3— el punt D tal que AD = AB. Llavors —per 1.47— AD? +
AC? = DC?; per tant, en ser AD = AB i AC comi als triangles ABC i ADC,
s’obté AB? + AC? = DC?. Per hipotesi AB? + AC? = BC? i, consegiientment,
DC? = BC? i DC = BC. Per tant els triangles ABC 1 ADC tenen els tres
costats iguals entre si i, per 1.8, 'angle BAC' = DAC = 7/2. O

Activitats 1.11

1. Considereu una corda amb dotze nusos, tals que la distancia entre cada dos
nusos consecutius és constant, un dels nusos es troba en un dels seus extrems,
i la distancia de ’altre extrem al primer nus és igual a la que hi ha entre dos
nusos consecutius. Uniu els extrems de la corda i poseu la corda tibant, mentre
estireu per tres nusos a la vegada. Amb aquest procediment, quants triangles
diferents, de vértexs els nusos pels quals estireu, es poden construir? Algun d’ells
és rectangle? Justifiqueu la vostra resposta.

N A R AN

2. La transcripcio de Van der Waerden del primer problema del papir Berlin
6619 de I'Imperi Mitja [ca. 2100-1700] diu:

Un quadrat i un segon quadrat de costat una meitat i una quarta part del
primer quadrat, tenen conjuntament area 100. Mostreu-me com calcular
aixo.

Utilitzeu el simbolisme algebraic actual per reduir el problema a la resolucié d’un

sistema d’equacions, i comproveu que s’hi troba implicat un tern pitagoric 20

[E,
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3. Observeu els dos grafics adjunts i establiu el teorema de Pitagores comparant
les arees dels triangles i quadrilaters que hi apareixen.

E. 4. Proveu que de la demostracié d’Euclides a 1.47, podem treure el teorema
del catet, és a dir que:

El quadrat construit sobre un catet és igual al rectangle contingut per
la seva projeccié sobre la hipotenusa i la hipotenusa.

P 5. Construiu un fitxer amb el CABRI en queé es visualitzin les transformacions
d’arees que converteixen el quadrat sobre un catet d’un triangle rectangle, en el
rectangle sobre la hipotenusa que presenta el teorema 1.47.

6. Elaboreu un puzle amb el CABRI, inspirat en el grafic de la demostracié de
la pagina B, per visualitzar el teorema de Pitagores.
O

97Per al tractament dels terns pitagorics, vegeu la seccié



Capitol 2

Els llibres 11, 111 i IV dels
FElements

En el capitol anterior s’ha posat de manifest el tipus de tractament que fa Eu-
clides, en els Elements, de les qiiestions que estudia. Ara, presentarem alguns
teoremes dels llibres II, IIT i IV, des de perspectives diverses. En alguns casos
purament descriptives, en d’altres, des de la relacié que guarden amb altres qiies-
tions de la geometria, o altres parts de la matematica. També, en algun casos,
cercarem els problemes que els van originar i alguna aplicacié.

El llibre II es pot considerar com la continuacié natural dels problemes trac-
tats en I'tltima part del llibre I. Els seus teoremes tenen a veure amb la transfor-
macié i aplicacié d’arees, en que les figures implicades sén rectangles i quadrats.
Com ja hem explicat a la secci6é [[L9.2] els seus resultats pertanyen a 1’algebra ge-
ometrica. S’estableixen, entre d’altres qiiestions, en llenguatge geometric i amb
el rigor que proporciona el metode axiomatic deductiu, els coneixements alge-
braics coneguts des de molts segles abans, a nivell numeric i no simbolic, pels
babilonis. Tractarem concretament la llei distributiva, el quadrat d’un binomi,
una propietat lligada amb el problema de la incommensurabilitat de la diagonal
i el costat d’'un quadrat, aix{ com amb un conjunt de solucions de 2 —2y% = +1,
i una generalitzacié del teorema de Pitagores.

El llibre III esta dedicat a la geometria del cercle. En farem una presentacié
descriptiva, i aprofundirem una mica més en alguns resultants interessants de
cara a la resolucié de problemes i a I’estudi dels teoremes del llibre IV. Des d’a-
quest punt de vista son remarcables els teoremes relacionats amb angles inscrits
en el cercle, i aquells que originen el concepte posterior de poténcia d’un punt®

Trobem a[EVES [1963], 102-103 de la traduccié espanyola de 1969, que el terme poténcia
d’un punt no fou introduit fins el segle XIX per Jacob Steiner. Abans que ell, 'any 1813,
Louis Gaultier publica un article en el Journal de l’Ecole Polytechnique en queé no utilitzava

69
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El llibre IV tracta principalment de la inscripcié i circumscripcié de poligons
regulars en una circumferéncia, amb regle i compas. Estudiarem, principalment,
la inscripcié del pentagon regular. No ho farem perque tingui un interes practic,
sind per veure el tipus d’analisi que comporta la no disposicié d’una teoria de la
proporcid.

2.1 Del “merkhet” egipci al gnomon euclidia

La primera vegada que vam trobar el gnomon en aquest treball fou en la pre-
sentacié del teorema 1.44, en la secci6 Euclides el presenta en la segona
definicié del llibre II. Veurem que una part del seu interes raura en que propor-
ciona una representacio grafica de la diferéncia de dos quadrats. Aixo servira per
relacionar arees de rectangles amb arees de quadrats, amb el concurs del teorema
de Pitagores. En donem una primera mostra en la figura adjunta, en que ALGC
és un quadrat, LM = MB i HMBD = ECGF. Si en fem una inspeccid
visual, i tenim present el teorema 1.47, observem que el rectangle ABCD, s’ha
transformat en dues figures d’igual area: el gnomon AM HGF'E i, després, en el
quadrat HPQR.

E I K E F K
C D H P
C @ D
A B A L M B A Q

Presentarem la definicié d’Euclides i, tenint en compte que un dels significats de
la paraula gnomon —del grec yvwuwr— significa <alld que té o porta coneixe-
ment> 2 revisarem l'origen i evolucié del seu significat.

e Definicié I1.2

En qualsevol recinte paral-lelogramatic s'anomena gnomon a qualsevol
dels dos paral-lelograms travessats per la diagonal junt amb els seus dos
complements.

Sembla ser que el terme gnomon és una traduccio literal del terme egipci “merk-
het”. Se sap que en temps de la dinastia 18a —alla pels segles X1v—xvIi aC—
els egipcis utilitzaven un instrument anomenat “merkhet” per mesurar les hores
del dia. El significat literal d’aquesta paraula era “instrument de coneixement”.

aquest terme, pero en desenvolupava el concepte i introduia, per primera vegada, els termes
“eix radical” i “centre radical”.

2 , . .

Yrwpn —gnomé— és <coneixement:>
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Aquest era un objecte amb forma de “L”. N’existien models diferents, i un d’ells
consistia en dues peces rectangulars, una vertical més curta, i una altra horitzon-
tal més llarga, de la mateixa amplada. Una plomada certificava ’horitzontalitat.
Per fer-ne la lectura s’havia d’orientar, abans del migdia, en direccié a I'Est, i
després en direccié a I’Oest. La distancia de la linia d’ombra ST —del costat
superior PQ del rectangle vertical— a la base de la peca vertical determinava
I'hora del dia Les hores extremes de sortida i de posta de Sol no es podien
determinar perque les ombres eren massa llargues. Aixo es corregi inclinant el
rectangle horitzontal, de manera que formés un angle agut amb el vertical. En
temps de la dinastia 19a —x111 aC—, aquests objectes evolucionaren cap als re-
llotges consistents en un estilet, vareta, obelisc o qualsevol altre objecte plantat
perpendicularment al terra o superficie horitzontal. El punt de contacte amb
el terra era el centre d’una circumferencia amb dotze radis gravats al llarg de
mitja circumferéncia. La seva lectura s’havia de fer orientant-lo sempre en una
mateixa direccié.

[—

T Ideograma
—()— del Merkhet

x Q

é} Plomada

Més endavant, entre els cronistes dels cientifics grecs, trobem alguns testimonis
sobre la invenci6 o introduccié d’aquest instrument@

Diogenes Laertes atribueix la invencié a Anaximandre [vI aC]:

[...] fou el primer en inventar un gnomon i el situa sobre els rellotges de
Sol en Lacedemonia, segons diu Favorinus en la seva Historia varia, per
marcar els solsticis i els equinoccis, i va construir un indicador d'hores.

D’altra banda Penciclopedia Sudd® no li atribueix la invenci6 siné la introduccié:

Fou el primer en descobrir I'equinocci, els solsticis, un indicador d'hores
i que la terra esta situada en el centre. Va introduir el gnomon i, en
general, dona a coneixer un eshds de geometria.

3Hem trobat aquesta descripcié alGAZALE [1999], 6-7, en que estudia objectes de la natura i
de les matematiques als que si s’afegeix un cert objecte o gnomon, conserven la forma original.
Una descripcié més detallada es troba a|SANCHEZ| [2000], 96-101. L’ideograma que es presenta
a la figura adjunta esta tret de [PAVANELLO—TRINCHERO| [1998], 39.

*Vegeu [KIRK-RAVEN [1966], 145-152 de la traduccié espanyola de 1974.

®Enciclopedia bizantina del segle X sobre el mén mediterrani antic.
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I, finalment, Herodot s’expressa dient:

Els grecs van adquirir dels babilonis el coneixement de I'esfera celeste,
del gnomon i de les dotze parts del dia.

De tot aix0 es despren que possiblement Anaximandre va introduir aquest ins-
trument a Grecia, perd no va ser el seu inventor. Tanmateix tenim cites que
afirmen que Tales [vI aC] va mesurar l'altura de les piramides a partir de les
seves ombres i les ombres d’una vareta vertical, i que va predir solsticis. Aixo
podria implicar el coneixement del gnomon per part de Tales i, en ser aquest de
més edat que Anaximandre, podria haver-ne sigut el seu introductor. Plutarc

escrind

També a tu t'admira per altres coses, perd sobretot ell [AmasidZ] es va
sentir profundament satisfet amb la teva manera de mesurar la piramide,
quan sense dificultat ni assisténcia de cap instrument, simplement po-
sant un “basté dret” en I'extrem de I'ombra projectada per la piramide,
i havent-se fet dos triangles amb la interseccié dels raigs del sol, vas
mostrar que la piramide té amb el basté la mateixa rad que I'ombra
amb 'ombra.

Amb tot aix0, podem entendre com el terme gnomon, —estretament lligat en
un principi amb el terme coneixement—, es pren com a traduccié literal de
merkhet —instrument de coneixement—, i s’utilitza per designar una vareta
perpendicular a una superficie i, per extensid, alguna mena d’escaire o tragador

d’angles rectes en forma de “L”. Des d’aquesta observacié s’entén la definicié
d’Aristotil®

El significat més estricte de la paraula [gnomon] és el que resta d'un
quadrat quan se li treu un altre quadrat més petit.

Des d’aquesta concepcié es pot entendre la definicié d’Euclides com una exten-
si6 general a paral-lelograms. Efectivament, el gnomon euclidia, constituit pels
paral-lelograms P, P, i Ps, coincideix amb la figura que resta de treure a un
paral-lelogram, un paral-lelogram semblant amb un angle coincident @

5Vegeu el fragment 147a de [PLUTARC [1-11].

"Rei d’Egipte (570-526), peniltim de la dinastia saita.

8 Vegeu el fragment 203a de la Fisica d{ARISTOTIL [1v aC].

9 Aquesta concorda amb la definicié més general d’Heré [111]. Afirma que un gndomon és una
figura G que, afegida a una altra F, proporciona una figura F’ semblant a la figura F.
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s
L7

Escaire Gnomon aristotelic Gnomon euclidia

Evolucié del significat del terme gnomon

Activitats 2.1

1. Presentem una versio alternativa d’un rellotge d’ombra, inspirada en un
merkhet. En aquest cas, l'estructura esta formada, igual que abans, per dues
peces rectangulars, una vertical i ’altra horitzontal; la diferéncia rau en qué, en
la nova versio, la lectura es fa orientant el rellotge en la direccié del Sol. Es a
dir, si mireu la figura, fent que el pla de cada raig paral-lel QT, PS, etc., i la
seva ombra respectiva siguin perpendiculars a la peca vertical. Imaginem la peca
horitzontal dividida en sis regions M; per cinc linies perpendiculars al rectangle
vertical. Unes linies H} travessen, amb inclinacions diferents, les regions M;.
Aquestes iltimes determinen els mesos —cadascuna serveix per a dos mesos
separats per mig any—; cada mes s’ha d’observar la posicié de I'ombra en una
d’aquestes regions. Les linies Hy, determinen les hores al voltant del migdia solar
—en el nostre model set hores—. L’hora es llegeix a partir de la interseccié de
la linia d’ombra S’I" amb les linies Hy,, dins de la regi¢ del mes corresponent M;.
A la figura adjunta les linies de separacio de les regions M; representen el 21 de
cada mes10 Les Iinies Hj, representen les hores solars que van de les 9 del matf
a les 3 de la tarda. Per exemple, si ens trobem a M; —entre el 21 de maig i el
21 de juliol—, la linia d’ombra ST indica que no s’ha arribat a les 9 h. del matfi
o que s’ha passat de les 3 h. de la tarda.

ON’hem elaborat un grafic simulat, representant la posicié de les ombres per a les diferents
altures del Sol sobre I’horitzé, —en intervals de 15° del seu recorregut circular diari—, dels
dies 21 dels mesos de desembre a juny. Les lectures dels altres mesos es fan simétricament; per
exemple, el 21 de novembre i el 21 de gener es llegeixen sobre la mateixa linia, encara que aixo
produeix una mica d’error.
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C D
H=9
H,=10
Hy=11
H =12 D
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i) Imagineu que us trobeu entre el 14 i el 21 d’abril. Aproximeu I’hora que
marca el merkhet?

ii) En quins mesos podem trobar que la linia d’ombra ST coincideix amb M N
a alguna hora del dia? I amb la linia CD?

iii) Quina zona rectangular estara sempre a l'ombra, el 21 de gener?

2. Elaboreu un fitxer amb el CABRI que presenti un merkhet amb la linia Hy
del migdia, i que indiqui els possibles mesos de I’any en qué us trobeu, segons
la posicié de 'ombra projectada.

O

2.2 La llei distributiva, la poténcia d’un binomi i els teoremes
I1.1, I1.4 i 11.7

Enfocarem aquests tres teoremes des de la perspectiva de l'algebra simbolica,
amb la finalitat de veure que proporcionen una excel-lent presentacié geometrica
d’algunes de les seves propietats™ No ens cansarem d’advertir i recordar, amb
el perill de fer-nos pesats, que aquest enfoc comporta la identificacié biunivoca
de cada segment amb un nombre positiu, i de cada superficie rectangular amb el
producte dels dos nombres identificats amb els seus costats. Aquesta identificacié
implica ’acceptacié que la crisi de la incommensurabilitat esta resolta amb la
introduccié de nous tipus de nombres, i aixo no és un afer trivial.

Un cop fet 'advertiment, presentem la propietat distributiva i les expressions
per al quadrat d’un binomi, en farem una interpretacié geometrica i veurem que
proporcionen els teoremes citats:

1 Aquest fet pot ser interessant de cara a la practica docent, en una primera aproximacié a
la presentacié de ’algebra simbolica.
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Llei distributiva: a(b+c+d+---)=ab+ac+ad+---
Potencia d’un binomi: (a + b)? = a® + b + 2ab
(a —b)? =a® +b> —2ab

40 4
b b
v v
a { +b { a
T GJT
<—b—> 4764»<—d4> «b» a—* <—b+<7a7b4>

a+b

— La llei distributiva manifesta que el rectangle de costats a i b+c+d+---,
té la mateixa area que els rectangles de costatsa i b,a i ¢c,a i d, ...,
agafats conjuntament.

— La potencia d’'un binomi, pel cas de la suma, expressa la descomposicié
d’un quadrat de costat a 4+ b, en dos quadrats de costats respectius a i
b, i dos rectangles de costats a i b. Aixo és pot demostrar tracant una
perpendicular sobre cadascun de dos costats a + b adjacents del quadrat,
que els parteixi en dos segments a i b.

— La potencia d’un binomi, per al cas de la diferencia, —considerem a > b—,
també es pot expressar com

a? +b* = (a — b)? + 2ab.

Es a dir la descomposicié d’una suma de quadrats en un quadrat i dos rec-
tangles. Es pot demostrar aquest resultat, considerant el quadrat de costat
a i tracant una perpendicular sobre cadascun de dos costats adjacents de
manera que quedin partits en els segments a — b i b.

Finalment, podem veure que aquestes interpretacions sén, exactament, els teo-
remes que presenta FEuclides.
e Teorema II.1

Si hi ha dues linies rectes AC i AB, i una
d'elles AC es talla en un nombre qualsevol
de segments AP, PR i RC, el rectangle
contingut per les dues rectes AC i AB és
igual als rectangles continguts per la recta B 0 5D
AB no tallada i cadascun dels segments.

Es a dir, AC - AB = AP - AB+ PR- AB + RC - AB.
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e Teorema I1.4 A C B

Si es talla una linia recta AB, el quadrat H—a
sobre la recta sencera és igual als quadrats
sobre els segments AC' i CB, i dues vegades
el rectangle contingut pels segments.

Es a dir, AB? = AC? + CB2+ 2 AC - CB.
e Teorema II.7

Si es talla a I'atzar una linia recta AB, el

quadrat sobre la linia sencera i el quadrat R
sobre un dels segments K B, agafats conjun-

tament, sén igual a dues vegades el rectangle

contingut per la recta sencera i el segment

citat, i el quadrat sobre el segment AK que C S D
resta.

Es adir, AB2+ KB? =2 AB- KB + AK?2,

Activitats 2.2

1. Considerem I'expressi6 (a+b+c)?, la qual podem interpretar geométricament
com un quadrat de costat a+b-+c, en qué a, b i c son tres segments donats.

i) Trobeu una descomposicié grafica del quadrat (a + b+ ¢)? en qué només
estiguin implicats els quadrats a®, b> i c?, i els rectanglesa-b, a-c i b-c.

ii) Feu una demostracié algebraica del resultat obtingut, utilitzant el quadrat
del binomi i les lleis distributiva, associativa i commutativa.
iii) Elaboreu una presentacié amb el CABRI, que plantegi la descomposicié a
nivell geomeétric per alumnes de primer cicle de ESO.

2. Tracteu de generalitzar I’estudi anterior, —amb llenguatge algebraic—, mit-
jancant les segiients etapes:

i) Trobeu una expressié algebraica per a (a + b+ c + d)?.
ii) Trobeu una expressié per a (aj+as+---+ay)?, i demostreu-la per induccid.

iii) Observem que del desenvolupament de (a1 + as + - - - + a,)?, resulten tants
sumands com parelles a;a;, —amb elements repetits o no—, es puguin construir.
Es a dir n? sumands, dels quals n corresponen als quadrats ai, in?—n correspo-
nen als productes a;a;, amb i # j. Observem, també, que el nombre de sumands

sp = n? del desenvolupament es pot expressar en forma recurrent:

s1 =1, Sp=8n-1+2(n—1)+1=s,1+2n—1,



2.3. Els nombres costat i diagonal i el teorema I1.10 7

en qué 2(n — 1) és el nombre de sumands a;a,, amb i < n que s’afegeixen en
cada etapa, al qual hem d’afegir un sumand a?. Aix{, hem trobat una expressié
no recurrent per a Sy,.

Ara volem generalitzar aquesta qiiestio, I us plantegem que trobeu una expressio
no recurrent per a la successio,

Sp = Sp—1+an+b.

2.3 Els nombres costat i diagonal i el teorema 11.10

Presentem el teorema I1.10 des del punt de vista de la relacié que guarda amb
les propietats dels nombres costat i diagonal, descoberts amb motiu de les in-
vestigacions entorn de la incommensurabilitat. Veurem que aquest teorema es
podria haver generat en l'intent de d’aproximar, en nombres enters, la relacid
entre la diagonal i el costat d’un quadrat. Una conseqiiencia de I'estudi sera la
recerca d’un algoritme per al calcul aproximat d’arrels.

e Teorema I1.10

Si es divideix una linia recta AB en dues parts iguals AC i CB i se li
afegeix, en linia recta, una altra linia recta BD, el quadrat de la linia
sencera AB amb l'afegida BD, i el quadrat de I'afegida BD agafats
conjuntament, son el doble del quadrat sobre la meitat AC i el quadrat
sobre la linia C'D construida a partir de la meitat CB i la linia afegida
BD, agafades conjuntament.

Amb la notacié que proporciona la nostra algebra, escriuriem

AD?*4+BD? =2-AC?*+2.CD? o, també, AD*>—2.CD? =2-AC?—-BD?. (2.1)

AD*+ BD” | | =] 2AC*% 20D’

ACB D ACB D

La demostracié d’Euclides utilitza els resultats del llibre I. En el seu lloc pre-
sentem la “demostraci6 grafica” adjunta, forca accessible a una primera intuicio.
Es tracta de retallar i comparar convenientment els quadrats implicats 2

12Vegeu Dactivitat 3101
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2.3.1 Nombres costat i diagonal

Quan feiem la recerca d’una unitat comuna de me-

sura, a la seccid [L2.3], entre la diagonal i el costat AR
d’un quadrat, vam observar que, per a cada qua- ¢
drat de diagonal ds i costat co, es podia construir dy/, d,
un quadrat més petit de diagonal, d; i costat cq, yC ¢
tals que 0 B .
e =c1+d /| d e
(2.2) L
do =2c1 +dy. D )

A més, segons el teorema de Pitagores, aquests segments compleixen
=23 i di=2. (2.3)

La possibilitat de repeticié indefinida d’aquesta construccié comportava la no
existéncia d’aquesta unitat comuna. Aixo implicava la no existencia d’una re-
lacid, en nombres enters, entre la diagonal i el costat d'un quadrat. Un dels
problemes que, en conseqiiencia, es plantejaren, fou el de trobar una aproxima-
cid, en nombres enters, d’aquesta relacié & Els nombres que resultaran d’aquesta
recerca van ser anomenats pels grecs, “nombres costat i diagonal”. En trobem
una presentacié en la Ezpositio de Teé d’Esmirna [ca. 125]H en que els defineix
i en déna una propietat essencial. El fet que guardin una relacié estreta amb
el teorema 10 del llibre II dels Elements i que n’aparegui la parella (5,7) en el
fragment 546¢ de la La Republica, origina que s’atribueixi el seu descobriment
als pitagorics. Estudiarem aquest problema seguint el cami, de construccié de
quadrats, invers al que hem utilitzat per establir la incommensurabilitat.

Construim un quadrat de costat ¢ i diagonal d. Considerem ¢ amb mesura en-
tera c1, i aproximem d amb un segment de mesura entera d;. Després, construim
el quadrat de costat cg, sota les condicions de les equacions (2.2)), i considerem
I’aproximaci6 entera dy de la seva diagonal. Si agafem ¢ com a unitat de mesu-
ra, —és a dir ¢c; = 1—, 'aproximacié entera optima per a d; haura de ser, pel
teorema de Pitagores, di =1 o dy = 2. Agafem dy = 1 perque proporciona un
error més petit en la verificacié de les equacions (2.3) T Efectivament,

P=2-19-1 i 2°=2.17+2].

13 Aixd equival al calcul d’aproximacions racionals del nombre irracional v/2.

Myegeu [TESG D'ESMIRNAI [TT), 71-75, i la seccié BIZ11

5B interessant fer la lectura del fragment de Ted per tal d’observar i contrastar la motivacié
diferent que manifesta per agafar ¢y = dy = 1.
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D’aquesta manera obtenim les dues parelles de nombres costat i diagonal

=1 co=c1+di=1+1=2
—

di=1 do=2c1+di=2-141=3,
els quals compleixen les condicions
#Z—-23=1-2=-1 1 dy—23=9-8=1. (2.4)

Aquestes indiquen que I'incopliment per excés o per defecte de les relacions (2.3))
es manté, en valor absolut, en una diferéncia igual a 1. Per tant, en ser el quadrat
de costat cy de dimensions més grans que el quadrat de costat c;, les mesures
enteres co =2 i do = 3 aproximen millor que les mesures ¢c; =1 i dy =1, tal
com es veu al grafic adjunt. Aquesta optimitzacié de 'aproximacié suggereix la
conveniencia de repetir el procés. Crearem la col-leccié de quadrats de costats
¢n, 1 les parelles corresponents (c,, d,,) de nombres costat i diagonal tals que

Cn+1 = Cn + dn

dpy1 = 2¢p +dy ,

i estudiarem les diferéncies

d2 —2c%. (2.5)
-
S 5 L —1 —29—
T3
7
41
17
| d2— 2¢2 |
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Si aquestes es mantenen constants, en valor absolut, ¢, i d,, aproximaran, en ser
creixents, cada vegada millor la relaci6 entre la diagonal i el costat dels quadrats.
En aquest cas la col-leccié de nombres costat i diagonal

(1,1), (2,3), (5,7), (12,17), (29,41), ...
determinara, cada vegada millor, la relacié /2 entre els dos segments. Aixi,
d’aquestes parelles obtenim les aproximacions,
1 3 7 17

41
=1, -=15 -=14, — =141 e, — =141
' 5 9, 5 ' 1o 666. .., 2 379

1

2.3.2 Relacié entre I1.10 i els nombres costat i diagonal

La resposta a la qiiestié de l'estudi de les diferencies d2 — 2¢2, la trobem en el

teorema II1.10. Aix{i ho declara Procle en els Comentaris sobre la Republica de
Plat¢18

La propietat dels nombres costat i diagonal es provada graficament en
el segon llibre dels Elements per ell. Perqué si una linia recta és afegida
a una altra, el quadrat sobre tota la linia, inclosa I'afegida, i el quadrat
sobre aquesta ultima, sén el doble del quadrat sobre la meitat de la linia
inicial i del quadrat sobre la linia construida ajuntant aquesta meitat i
la linia afegida.

Efectivament, veiem que aquest és I’enunciat del
teorema I1.10. Llavors, si anomenem en la igual-

tat (mD C" Cn dn
en=AC=CB i d,=BD, dyor

aquest teorema implica en el nostre cas que, per a qualsevol n € N,

doiy =260 = (2en+dn)? —2(cn+dn)? =
= AD?*-2.CD? = 2-AC* - BD? = (—1)-(d2 —2c2).
Finalment, per les condicions inicials (2.4]),
4y —2c, = (=1)-(di_y —2c; 1) = (=1)*-(dp 5 —2¢; 5) = -+ =

= ()" (df - 260) = (-1)"

En resum, la recerca d’una aproximacio, en nombres enters, de la relacié entre
la diagonal i el costat d’'un quadrat ha originat la successié de parelles (cy,, dy,)
de nombres costat i diagonal, de la qual interessava estudiar el comportament
de d? — 2c2. Es a dir, s’ha generat un problema en que:

16Vegeu [HEATH [1908], T, 400 de I'edici6 de 1956.
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— Les hipotesis de sortida sén les mateixes que les de 11.102 Disposem dels
segments ¢, = AC =CB i d, = BD, i considerem els segments

tnt1 = cp+d, = CB+BD=CD
dpy1 = 2¢p,+d, = AC+CB+ BD = AD.

— La qliestié que es planteja, és 'estudi —que soluciona I1.10— de la relacié
entre les diferencies

d2 —2c2=BD*-2-AC* i d?

2i1—2ca, = AD*—2.CD?
Sembla doncs natural, conjecturar que I1.10 es podia haver generat amb motiu
de l'estudi de les propietats dels nombres costat i diagonal. Tanmateix, cal notar
que el seu caracter més general permet considerar parelles (¢, d,) amb ¢; # dj;
llavors les diferéncies (2.5]) també es mantenen constants i es tornen a obtenir
aproximacions de /2.

Per exemple, si ¢y =1 i dj = 3, obtenim les relacions

3 5 13 31 75
-=3, - =125 —=144444..., — =14 vy, —— =141
1 3, 1 9, 9 ' 59 0909..., 53 509

2.3.3 Tractament numeéric de ’aproximacié de v/2

El fet de treballar amb nombres, ens invita a utilitzar les propietats —conegudes
des de les tradicions més antigues—, distributiva, quadrat del binomi, etc., per
completar ’estudi dels nombres costat i diagonal i les aproximacions que pro-
porcionen de la relacié v/2. En definitiva, es tracta de provar, sense recérrer a la
geometria, que els nombres costats i diagonal ¢,, i d,, definits per

compleixen d? — 2¢2 = (—1)", i estudiar el grau d’aproximacié que ofereix
d,/c, respecte v/2, en funcié de n.
En primer lloc, d3 — 2¢? = —1 i
di+1 - ZC%H = (2e, +dn)?* —2(cy +dp)? =

(4¢2 4+ d2 + 4cndy) — (262 + 2d% + 4end,) =
(2 —dy) = (=1)-(dy —2¢}),

1 g . . 2
7 Amb la restriccié que, aqui, els segments ¢, i d, sén commensurables.
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impliquen  d? — 2¢2 = (—-1)™.

Quant al quocient d,, /¢y, si dividim la tltima igualtat per c2, tenim
d? —1)" d? 1
—;—2:( 2) = ’;—2'—2.
1
Llavors, ¢, =c¢n_1+dpn_1 > Cn1+Cn1 =2¢,1 — — < ; per tant,
Cn Cn—1
a2 G 1 1 Lo 1 1
c2 2~ 4k T 16k, 4n716§(”—1) 4n-1

D’aqui, finalment, podem obtenir la mesura i convergencia de les aproximacions:

1
(tr8) (5 <t
Cp, Cn, 4n
(&)< g s
Cn, 471—1(%_’_\/5) 4n_2

Per exemple, si considerem la successiéo de nombres costat i diagonal,

(1,1), (2,3), (5,7), (12,17), (29,41), (70,99),
tenim l'acotacié de V’error, produit per l’aproximacié 99/70,

99 1 1
— V2| < —=——<49-107%.
70 f’<45-2 2048 <4910

Es a dir, com que 99/70 = 1.4142857 ... ,

1.41379] < 1.4142857 — 4.9 - 107 < | /2| < 1.4142857 + 4.9 - 10~* <[ 1.41478|.

De fet sabem, per altres mitjans, que v/2 = 1.4142136. .. , i Perror comes és, en
realitat, menor que 7.3 - 107°.

2.3.4 Generalitzacié per al calcul de \/Z, amb AN

Sabem que podem resoldre el problema de duplicar el quadrat de costat a1, cons-
truint el seu costat az que coincideix amb la diagonal del quadrat a?. Utilitzant
el teorema de Pitagores, podem triplicar el quadrat a%, construint el seu costat
as el qual coincideix amb la diagonal del rectangle de costats a; i ao. En gene-
ral, podem construir un quadrat tal que la seva area sigui n vegades la de a?, a
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partir del seu costat a,, que coincideix amb la diagonal del rectangle a; i a@y,_1.
Efectivament, pel teorema de Pitagores,

2 2 2 _ 2 2 2 2 2
a, =a;_;+ai=a;_o+2ai=...=aj+ (n—1)aj = naj.

Si agafem a; com a segment unitat de mesura, hem obtingut, en el llenguatge
de la nostra aritmetica, la construccié de y/n, en qué n € NIE Ep efecte,

2 2

2
a, =nay =n-1"=n= a, = Vn.

Ara, generalitzarem l'estudi de les seccions anteriors. Podem pensar v/A com la
diagonal d; d’'un rectangle de costats ¢c; =1 1 v/ A — 1, del qual hem presentat
una possible construccié. A més, es compleix d? = A = A-1 = Ac?.

Actuem com en el cas del quadrat i construim un altre rectangle amb un

costat
[ =1+,

amb la seva diagonal ds sobre la recta suport del costat c¢; del primer rectangle.

/

C

d
2 d,
. P
2 A
Yy
/
¢

t

Ara, cerquem una expressié per a dy en funcié de ¢; 1 dy, utilitzant el teorema
de Pitagores, el quadrat d’un binomi, i la notacié de la figura adjunta.mII

(dy—c1)” = =22 =cd+*—(di - ) =
_ 2 2 2 2 2y _
= g+ (dy—(d+e))—(df—c) =
= A +d3—2d% - 2c1d; .
Desenvolupant i cancel-lant termes, obtenim
d3 — 2daycy + 2 = 2 +d3 — 2d% — 2c1dy,

docy = d% + c1dp = AC% + c1dy,

dy = Ac1 +dy |

8Per a una representacié grafica vegeu Pactivitat 2315
9No utilitzem la semblanca de triangles, en no tenir definida la raé entre magnituds incom-
mensurables. Si s’assumeix la teoria de la proporcié també s’assoleix I'objectiu:
.od d d
A=A i 2==2= 2
a6 ¢ ca+di

d2
:>d161+d§261d2:>d2:?1+d1:A61+d1.
1



84 2. Els llibres II, TIT i IV dels Elements

Si busquem la relacié entre els quadrats sobre ca i ds, obtenim
d% = (A + d1)2 = AQC% + 2Ac1dy + d% =
= Ad? +2Acidy + Act = Aley + dy)? = Acl.

En resum, hem construit dos rectangles tals que entre els costats ¢; i les diagonals
d; hi ha les relacions segiients:

cp=c1+dp
dy = Acy + dy
2 =Ac2 i di= Ac}

La situacié és identica a la presentada en el cas A = 2, quan dy i ¢ eren in-
commensurables. Ens plantegem la qiiestié de trobar aproximacions en nombres
enters a la relaci6 dy /¢y = VA. Actuem com en aquell cas:

— Prenem ¢; com a unitat de mesura. Considerem d; una aproximacié entera
a la diagonal, la qual de moment no ens preocupara que sigui la millor. Per
exemple, agafem d; = 1.

— Construim les parelles de nombres enters,

Cc1 = dl =1
Cnt1l = Cp +dp
dn+1 = ACn + dn .

— Estudiem les diferéncies d?2 — Ac?, des de la perspectiva numerica, en no
disposar d’una generalitzacié del teorema I1.10, per a A # 220

A2 — Ay = (Acy+dy)* — Aley +dp)? = A’ch +d2 — Ack — Ad>, =
(1= A)(dp — Acp) == (1 - A)"H!

Les diferéncies no sén constants en valor absolut i, a més, creixen per sobre
de qualsevol limit. No queda clar que de les seves raons en resultin unes
aproximacions que convergeixin a \/A.

— Estudiem si d,, /¢, convergeix a V/A. En ser, per an > 2,

n—1
) A2 ¢, nsenar
Cp > dp_1 > Acp_o > A%cp_yg >+ >

A c1, n parell,

20No creiem dificil aconseguir I’aproximacié, amb el procediment “grafic’ suggerit quan hem
enunciat 11.10. A més les igualtats d’aquest apartat queden justificades per a magnituds ge-
ometriques a partir dels teoremes del llibre II.
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se n’observa la convergencia,

AN g 0
& ‘ 1— AP ) =A== 0, nosenar
5 = - 2 n—2
cz cs <|174A\> |1 —A? ——0, n parell,
n—oo

Observem que es dona la convergencia pero amb velocitat decreixent conforme
agafem valors de A més elevats i més allunyats de la unitat. Per exemple, si
pretenem aproximar /7, obtenim les primeres parelles

(1,1), (2,8), (10,22), (32,92),

les quals proporcionen les aproximacions,

1 8 22 92 316
—=1, —=4, — =22, —=2875, — =2.548....

T2 " 10 32 "’ 124
Veiem que convergeix més lentament que per al cas /2. Si partim de valors
inicials més convenients, com ara ¢; = 1 i d; = [V/A], s'optimitza el rendiment
perd no de manera molt significativa. Per exemple, en el cas de v/7 obtenim,

(1,2), (3,9), (12,30), (42,114), (156,408),

i les aproximacions que en resulten,

2 9 30 114 408
-=2, -=3, — =25, — =271428..., — =2.6153....
1 "3 3 12 > 42 71428..., 156 6153

El responsable d’aquest alentiment és el factor |11_4A‘ , el qual té valors més propers

a la unitat a mesura que considerem A més gran, i la convergencia de les seves
potencies cap a 0 requereix un nombre més elevat d’etapes.

2.3.5 Optimitzacié de les aproximacions de v A

Una manera d’aconseguir la transformacié del radicand A en un altre de valor
proper a la unitat, per tal d’accelerar la convergencia, és la de treballar amb

a= [\/X] En aquest cas podem escriure,

b
VA=+Va>+b=a\/1+ —, enque b=A—d?.
a

Ara podem aplicar el metode, —desenvolupat en I'aproximacié de vA—, a 'a-
proximaci6 de /A, en que Ay =1+ a%. Prescindim d’esbrinar la seva viabilitat
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des del punt de vista geometric, —ara A; no és enter, siné racional—, i fem un
apunt del tractament des de I'aritmetica. Definim,

ca=dy =1

dpy1 = Arep + dy,

Cntl = Cp + dy s

b

n
Llavors, el fet que [d% — A;c2| = [1— A" = <a2> < 3B indica una acceleracié

del procés de convergencia. Per a I’exemple de /7 tenim,

3
\ﬁzx/4+3=2,/1+1.

Llavors, les primeres parelles serien,
(1,1), (2,11/4), (19/4,25/4), (44/4,233/16), (409/16,541/16),
i s’observa que les aproximacions convergeixen més rapidament,
2, 2.75, 2.631..., 2.6477..., 2.6454...

Per tancar aquestes disquisicions, apuntem que és facil comprovar la igualtat
d b
a - ntl = q _|_ -

n
at+a-—
Cn

Cn+1

Aixd permet presentar v/ A sota una expressié del tipus,

b
VA-a4—"r
20 + ———

b
2 .
a+2a‘

Activitats 2.3

[E. 1. Completeu la “demostracio grafica” suggerida després de l’enunciat del
teorema I1.10 de la pagina[77

h
L1l

i
2En ser a = VA > 1, la desigualtat queda justificada de la manera segiient,

2 2 2 2 2
b A-d® (a+1)?-a (a—|—1) _1:(1+1) Cl<(41P_1=3.
a

a? a? a? a
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2. A partir de la definicié de les parelles (cy, dy,)

61:1, dlzk
Cnt1l = Cp +dy

dn+1 = ACn + dn .

i) Considereu k = 2 i A = 2, i construiu una taula amb les deu primeres
parelles i els seus quocients d,,/c,. Compareu aquests quocients amb el valor de
V2 que proporciona la calculadora. Feu el mateix amb k = 10.

ii) Considereu k = 5 i A igual a un valor convenient per aproximar /21.
Elaboreu una taula amb les deu primeres parelles i els valors d,, / ¢, corresponents.
Doneu, a partir d’ella, un valor aproximat de v/21 i una cota de I'error comés.

3. Considereu /A, en qué A € N.

i) Construiu geométricament VA, per a2 < A < 13, amb l'ajut del teorema
de Pitagores.
ii) Elaboreu una macro amb el CABRI que permeti construir un triangle rec-

tangle a partir de dos segments qualssevol agafats com a catets. Utilitzeu-la per
a la construccié de 'apartat anterior.

4. Sigui la successi6 (cy,dy,) definida com a Iapartat[2 Definim la nova suc-
cessio Ty, = dy,/cy -

. A+x,q
1+ Tp_1
ii) Definiu amb el DERIVE:

— Una funcié que a partir de ¢1, di 1 A € N, proporcioni les k primeres
parelles (cp,dy,).

i) Justifiqueu que  x,

— Una funcié que a partir d’un valor inicial x1 € Q i A € N, proporcioni la
parella d’aproximacions xj 1 xyi1 Successives de v A i una cota de error
d’aquestes.

— Una funcié que permeti visualitzar el procés de convergencia de x,, amb

lajut de la funcié
A+

S l+a
5. Sabem que VA = Va2 +b = ay/1+ a%, en que a = [\/Z] Anomenem

AL =1+ a% i considerem la successié (cy,d,) que aproxima /A1, mitjangant

f(z)

B
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dy/cp. Sigui finalment la successio

dp
Tp=a-—.
Cn
. . A+ axp—
i) Justifiqueu que x, = STl
a—+ Tp_1

ii) Definiu amb el DERIVE:

— Una funcié que calculi [\/Z}, sense utilitzar les funcions arrel quadrada i
part entera del DERIVE.

— Una funcié que a partir d’un valor inicial x1 € Q i A € N, proporcioni la
parella d’aproximacions xj 1 xy41 Successives de V/A i una cota de l'error
d’aquestes.

— Una funcié que permeti visualitzar el procés de convergencia de x,, amb

lajut de la funcié
A+ax
T ="

6. Feu una comparacié visual dels processos d’aproximacié de v/ A, en el cas
concret en qué A = 21. Utilitzeu les dues funcions del DERIVE que heu creat
en els apartats[d i[f] anteriors, a partir de

A+t f(x):A—i-ax.

f(x)_1+x ! a+zx

2.4 Els teoremes II.5, 11.6, I1.11 i I1.14 i I’equivalent geometric
de ’equaci6 de segon grau

Plantejarem ’estudi d’aquests teoremes des de la doble perspectiva de ’analisi
geometrica de II.11, i del problema geometric equivalent a la resolucié d’una
equacio de segon grau. Decidim fer aquest tractament perque els teoremes I1.5
i I1.6 proporcionen els mitjans per establir I’equivalent geometric de la resolucid
de certs tipus generals d’equacions de segon grau, mentre que els teoremes I1.11
i I1.14 equivalen a la construccié geometrica de la solucié d’un tipus particular
d’aquestes equacions2Z Concretament, si considerem a,b > 0, podem presentar

22De sortida, ha de quedar ben clar que Euclides no fa algebra, —amb totes les implicacions
d’abstraccié contingudes en aquest terme respecte de les magnituds implicades en les seves
operacions—, siné que fa geometria. Construeix magnituds geometriques i en demostra propie-
tats. Presentem l’equivaléncia entre els problemes que ell tracta i els de I'algebra per treure un
profit de la doble perspectiva, sense oblidar mai que la perspectiva dels Elements és geometrica.
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aquestes equivalencies de la manera segiient:

L5  ar—a2% =0 (2.6)
16 22+ax=0" i 2°—ax="> (2.7)
11 a? —ax = 22 (2.8)
.14 2? =ab. (2.9)

També veurem que una conseqiiencia directa tant del teorema I1.5 com del I1.6,
després de fer-ne la traduccié al llenguatge algebraic, és la igualtat®

a? —b* = (a+b)(a—Db).

En aquests teoremes, com a la resta dels Elements, la presentacio és sintetica. Les
proposicions brollen unes de les altres amb gran claredat. Tanmateix, —em per-
meto utilitzar la metafora pictorica de Pla i Viader— 24 <aquesta mateixa claror
produeix zones de clarobscur i de penombress. En aquesta seccié es pretén disper-
sar les penombres aixecades pel tipus de presentacié sintetica. Aquesta provoca
que quedin ocultes les vies de recerca i descobriment. Per tal de revelar-les,
es fara una proposta d’analisi estrictament geometrica. Aquesta es podra apli-
car als problemes de segon grau esmentats i, permetra establir les proposicions
anteriors, sense recorrer a ’eina més sofisticada que representa la teoria de la pro-
porcid. Aquesta analisi no es basara en cap analogia aritmetica, contrariament a
I’analisi que presenta Knorr a I[.11 —citant Van der Waerden—, la qual s’expo-
sard més avall 23 Aquesta tltima es basa en manipulacions aritmetiques hereves
de la cultura babilonica que comporten implicitament la identificacié de nom-
bres i segments. D’altra banda es mostrara que la nostra analisi portara, atiats
per la llum del teorema de Pitagores, a la consideracié del gnomon com a una
eina valuosa per a la seva marxa. Aixo donara ple sentit a la introduccio que fa
Euclides d’aquesta figura a la definicié II.2.

2.4.1 El teorema II.11

Iniciem el discurs amb ’analisi de la proposicié I1.11. Alli es construeix la seccid
auria d’un segment , la qual tenia gran rellevancia entre les pitagorics. Aquests
estaven interessats en la construccio del pentagrama, —simbol de reconeixement
mutu—, constituit per les cinc diagonals del pentagon regular. L’analisi d’aques-
ta construccié constata que les diagonals es tallen segons el canon de la seccid

Vegeu activitat 2]

#Vegeu la seva introduccié a La Géométrie de [PLA, VIADER] [1999], X n. 3.

Z5Vegeu [KNORR! [1986], p. 91 n. 48 de I’edicié de 1993.

26E]l nom de seccié auria sembla ser relativament modern [segle X1x]. També se I’ha anomenat
divina proporcid, vegeu [PACIOLI [1509].
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auria. Aixi podem veure que Euclides utilitza I1.11, en les proposicions V.10 i
IV.11, per inscriure un pentagon regular en un cercle donat. D’altra banda sem-
bla que aquesta construccié va jugar un paper important en el descobriment de
les magnituds incommensurables 20 Aquestes van colpejar de manera fulminant
la concepcié pitagorica que el nombre és el principi material de les coses, la
qual cosa constituia en el terreny de la geometria, allo que Pla anomena la [i-
mitacio pitagém'ca. Finalment notem que aquesta proposicié reapareix a VI.30
sota l'’enunciat de <tallar una recta finita donada en extrema i mitjana rad>, un
cop presentada la teoria de la proporcié. Aquesta trenca amb la limitacié pi-
tagorica i permet estendre els resultats de la geometria del commensurable a
les noves magnituds incommensurables. Amb aix0 s’aconsegueix incorporar uns

procediments alternatius i enriquidors a ’analisi dels problemes i proposicions.

e Teorema II.11

Dividir una recta AB donada de manera que el rectangle compres per la
recta sencera i una de les parts BX sigui igual al quadrat sobre |'altra
part AX.

Analisi segons Knorr

Només comencar Uexposicié de la seva construccié B Euclides ens situa sense
preambuls davant d’un fet clau que conduira de manera inexorable, pas a pas
i sense sobresalts, a la construccié del punt X sobre el segment AB donat, tal
que el quadrat de costat AX és igual al rectangle de costats AB i XB. El
fet clau consisteix en la consideracié del punt mitja G d’'un dels costats del
quadrat construit sobre el segment AB que es vol partir. Euclides, amb la seva
presentacié sintetica, amaga com s’ha concebut la consideracié d’aquest punt G.

Knorr diu que ’analisi d’aquesta construccié no presenta cap dificultat:

2"Vegeu [VON_FRITZ [1945].

2 Vegeu [ARISTOTILI [Iv aCb] 986a 15.

29 A partir d’aquell moment caldria incorporar un nou tipus de magnituds no susceptibles de
ser amidades. Vegeu [PLAl [1998], 44.

39Vegeu la construccié d’Euclides a la seccié BA3
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Aix0 resulta facilment d'una analisi basada en la "
“completacié del quadrat”. Assumint que AX? =
AB-XB s'obté AX?+ AX-AB = AB? o
2 2 X
(AX + ;AB) = AB? + (;AB> . (2.10) A B

d’aquesta manera AX + 1AB és la hipotenusa

del triangle rectangle de catets AB i 1AB. Si G
considerem AG = 1AB i HG = BG, obtenim

AX = HA que és la longitud buscada.

Des del punt de vista geometric aquesta analisi no descobreix completament
la idea clau amagada a la igualtat (ZI0). No descobreix I’analisi que condueix
I’autor al fet de considerar %AB , tot i que una linia més avall diu:

Aquesta forma d’analisi ha sigut proposada en base als computs conser-
vats a les tauletes mesopotamiques del segon mil-lenni abans de Crist.

En resum ve a dir que es basaria en els coneixements adquirits per la transmissio
de tecniques de tipus aritmetic, com la completacié del quadrat, des de la veina
Babilonia. Tanmateix, cal recordar una vegada més que per als grecs el moén de
la geometria ultrapassava el moén dels nombres, els segments constituien un tipus
de magnituds que en principi no estaven associades a cap nombre, —FEuclides no
parla mai de longitud numerica d’'un segment—, i el seu tractament era total-
ment independent dels tractaments numerics. Llavors no és acceptable pensar
en una analisi basada en I'aritmetica babilonica, a no ser que aprofundissim en
les possibles arrels geometriques d’aquesta aritmetica.

Analisi alternativa

Reiniciem l'analisi tot prescindint del resso dels
coneixements aritmetics i algebraics. Ens situem sota
la perspectiva que proporciona el teorema de Pitagores
—I1.47 i 1.48— en forma de relacié entre les arees de
tres quadrats. Suposem el problema resolt, és a dir X B
tenim construit el quadrat H X igual al rectangle X D.
Llavors, si considerem el quadrat AD sobre AB,

HK=HX+AK=XD+ AK =AD.

El nostre objectiu és expressar el rectangle H K com a
suma o diferencia de dos quadrats, els quals quedaran,
aixi, relacionats amb el quadrat AD.
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Tenim dues opcions per seguir endavant, descompondre H K en una suma de
quadrats o bé en una diferencia de quadrats. Triem la segona opcié perque ens
sembla més accessible a una analisi.

Suposem el problema resolt, és a dir que hem construit dos quadrats HZ i
X7 tals que

HZ -XZ=HK.

Obtenim el gnomon QHGM X T, el qual és igual Q T Z
a la superficie del quadrat HZ que excedeix el
quadrat XZ. Ara, per construir un rectangle K
HK equivalent al gnomon, només cal aplicar un - M
rectangle ME = QX sobre el segment GZ, a
partir de G, i tenim

H A G E

HK =QHGMXT =HZ - XZ7.

L’analisi s’ha acabat perque el rectangle HK iels punts A i G sén coneguts.
Ha quedat al descobert la clau de la construccié:

<G és el punt mitja dels punts A i F,en que,si HE i EK s6n els
costats del rectangle, llavors HA = EK.>

Ara es pot refer el cami enrere, i expressar un rectangle HK qualsevol com a
diferencia de dos quadrats:

— Construim el punt A sobre el costat HE tal que HA = EK.
— Construim el punt mitja G del segment AFE.
— Construim els quadrats HZ sobre HG, i X Z de costat igual a AG.

— Conclusié: El rectangle H K és igual al gnomon QHGM X'T diferencia dels
quadrats HZ i XZ.

Aquesta manera de procedir, per expressar un rectangle com a diferencia de dos
quadrats, 'anomenarem “técnica del gnomon”, la qual aplicarem al desenvolu-
pament de 'analisi de la proposici6 I1.11.

Haviem deixat ’analisi de I1.11 en el punt en que teniem un rectangle H K
igual al quadrat AD. Aplicar la tecnica del gnomon al rectangle H K, requereix
consé%erar el quadrat HX de costat HA = FK, i el punt mitja G del segment
AFE!

3! Aquf s’aclareix el punt fosc de la sintesi d’Euclides.
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H—
Llavors, si HZ és el quadrat sobre HG i X Z és el Q
quadrat sobre ZT = AG:
- AD = HK = HGMXTQ=HZ — X Z. A X _\BiT
- AB*=AD=HZ - XZ = HG* — AG*. |
- AX =GH — AG. !
En aquest punt 'analisi s’ha acabat perque podem Gy "z
construir el punt X, en ser els punts G, A i H punts
coneguts. Concretament,
E K D

— @ és el punt mitja del costat AE del quadrat sobre AB.

— A és 'extrem del segment AB donat.

— H ve determinat pel segment GH, el qual és igual —per [.48— a la hipote-
nusa del triangle rectangle de catets AG i AB, és a dir GH = GB.

La construccié del punt X que resulta d’aquestes observacions, coincideix amb
la d’Euclides i consta de les etapes seglients:

— Punt G mitja del costat AE del quadrat sobre AB.
— Punt H d’intersecci6 de la prolongaci6é de AE amb la circumferencia (G, GB).
— Punt X d’intersecci6 de AB amb la circumferencia (A, AH).

2.4.2 Proposta general d’analisi per als problemes de segon grau i
els teoremes I1.5, 11.6 i I1.14

Els problemes geometrics equivalents a la resolucié d’equacions de segon grau
comparteixen la caracteristica comuna de poder ser reduits a una de les qiiestions
seguents:

— Trobar un rectangle de suma o diferencia de costats coneguda, igual a un

quadrat donat, [equacions (2.6]), (2.7), (2:8)), pag. 89].

— Trobar un quadrat igual a un rectangle conegut, [equacié (Z.9)), pag. B9].
Efectivament,

e ar — 22 = b? equival a trobar un rectangle de costats z,y, amb = +y = a
iareaz-y="5% a>0.

o 22+ ax =b> i 22 — ax = b? equivalen a trobar un rectangle de costats

x,y,amb |z —y| =aiareaz-y="5b% a>0.

e ¢ — ax = 22 hem vist que equival a trobar un rectangle HK de costats

r=FEK i y=HE amby—x=a=AFE = AB i area xy = AB? = a®.
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e 22 = ab equival a trobar un quadrat de costat z tal que la seva area és la

d’un rectangle de costats a i b.

A la seccié anterior hem generat una forma metodica de portar ’analisi.
Aquesta sera utilitzada en els problemes de segon grau que resten, i permetran,
a més, establir les proposicions I1.5, I1,6, i I1.14. Pot ser esquematitzada aixi:

1) Expressar el rectangle desconegut o conegut com un gnomon o diferéencia
de quadrats, amb la técnica del gnomon descrita a la pagina

2) Imposar la condicié d’igualtat entre les arees del gnomon —o diferencia de
quadrats— i el quadrat conegut o desconegut.

3) Determinar el segment buscat amb el concurs de 1.48.

Exemple d’aplicacio

Abans d’aplicar el metode a I'estudi dels casos generals presentem un exemple
d’actuacid, resolent 'equacié 22 + 2z = 15. Una primera versié geometrica
d’aquest enunciat podria ser:

Construir un segment x tal que el rectangle de costats * i x + 2
tingui una superficie de 15 unitats quadrades.

Una altra manera d’enunciar el problema és la utilitzada en la proposicié VI.29
dels Elements, on es fa us del llenguatge d’aplicacié d’arees. L’enunciat equiva-
lent, incorporant les dades concretes de la nostra equacié, vindria a serZ2

Sobre un segment AB de longitud 2, aplicar un rectangle X C[z2+2x]
d’area Q = 15, de manera que excedeixi del rectangle BC[2x] sobre
el segment AB, en un quadrat DX [z?].

Suposem construit el rectangle solucié XC' de costats AX [z +2] i AC = BX|[x].

N K
H D C H lp C
a5 X
T 2 T 1 1
X B A X B M A

32All{ es resol una qilestié equivalent per a paral-lelograms amb lajut de la teoria de la
proporcid. Afegim la notacié algebraica entre claudators per facilitar-ne la lectura.
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1) Pel punt mitja M de AB determinem dos rectangles iguals MC i MD,
i apliquem sobre HD un rectangle ND = MC'. Tot seguit, completem el
quadrat de costat X M i obtenim

XC = gnomon(XMDN) = XK — DK .

2) Imposem la condicié d’igualtat entre el gnomon i el quadrat @ = 15 cone-
gut:

XK-DK=XC=Q=15= XM?>-MB*=15. (2.11)

3) El segment solucié X B = z ve determinat per la igualtat XB = XM —
MB, enque MB i XM compleixen:

— MB = MA =1 és el segment meitat del segment donat AB = 2.

— XM és —per 148 i la igualtat (ZII)— la hipotenusa del triangle
rectangle de catets BM =1 i b=+/15.

L’analisi s’ha acabat perque podem determinar x = X B, a partir de dades
conegudes. Per fer la construccié de la solucié x = X B, considerem un segment
unitat s i les dades inicials AB = 2s i I'Area d’un quadrat de costat v/15 s53

— Representem A, M 1 B sobre una recta tals que
AM =MB=s=1.

— Tracem una recta r perpendicular, per B, a AB, i
determinem sobre r un punt P tal que BP = v/15.

— Tracem M P, el qual compleix M P? = MB? + 15 =
X M?. Consegiientment MP = X M.

— Finalment t = XM — MB = MP — MB = PQ, en
que @ és la intersecci6 de la circumferencia (M, M B)
amb el segment M P.

En les seccions segiients, aplicarem el metode als casos generals relacionats
amb I1.6, 11.5 i 11.14.

33Fem la identificacié s = 1 i recordem que sabem representar /15 utilitzant el teorema de
Pitagores, encara que més endavant ho podrem aconseguir aplicant 11.14.
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Finalment, notem que la traduccié al llenguatge de ’algebra, proporciona les
etapes de I'algoritme algebraic per resoldre ’equacio:

BX?+2BX=15 XM?—-MB? =15
e >
2?2 +2x =15 (z+1)2-12=15
XM? = 15+ MB? XM = 15+ MB?
(x+1)2=15+12=16 r+1=+16=14

XB= XM-MB

r =4—-1=3

2.4.3 Resolucié de I’equacié z> + ax =b%, a >0, b >0, i IL.6

Aquest problema equival a trobar un rectangle XC de costats ¢ i z+a , i
d’area igual a la d’un quadrat @ de costat b. Utilitzant el llenguatge d’Euclides
a VI.29 en termes d’aplicacio d’arees, el problema es pot enunciar aixi:

Aplicar sobre un segment AB[a] donat, un rectangle XC[x? + ax]
d’area donada Q[b?], de manera que excedeixi del rectangle BC[a - 7]
sobre el segment AB, en un quadrat DX [z?].

Suposem construit el rectangle solucié XC de costats AX[x+a| i AC = BX|[z].
Seguim ’esquema en tres apartats de la nostra proposta:

1) En el pas (1) de la figura apliquem la tecnica del gnomon al rectangle
X C per obtenir el gnomon que li és igual. Partim el rectangle BC' en dos
rectangles iguals MC' i M D, els quals s’apliquen —ND i M D— sobre
dos costats adjacents del quadrat X D.

En el pas (2) es visualitza el gnomon com a diferencia dels quadrats

XK [(e+8)°] i DK [(3)°], és a din

XC = gnomon(XMDN)=XK — DK . (2.12)

2) Imposem la condicié d’igualtat entre el quadrat @ de costat b conegut, i el
gnomon:
2 2
XK — DK = Q [<x+‘2‘) - (g) :bQ} .

3) El segment solucié6 X B ve determinat per la igualtat XB = XM — M B,
en que MB i XM compleixen:
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N K
D C N fa/2 c
D™ D
T _— T —_— €T
(1) (2)
T a " ‘ .
X B A X BMA X B M
Rectangle= XC Gnomon= XM DN Gnomon= XK — DK

[? + ax] [22 + ax] {(w + %)2 — (%)2}

Primera part de la resoluci6 de 22 + azx = b°.

— MB = MA és el segment meitat del segment donat AB.

— XM és —per 1.48— la hipotenusa del triangle rectangle de catets
BM i b, perque

XK — DK =Q = XM? - BM? = >

Aixi, podrem construir la solucié amb regle i compas, restant la meitat a/2 del
segment a donat, de la hipotenusa del triangle rectangle de catets a/2 i el costat
b del quadrat donat.

Observem finalment que es compleix el teorema 11.6.
e Teorema II.6

Si es divideix una linia recta AB en

dues parts iguals AM i MB i se li A M B X
afegeix en linia recta una altra recta D
qualsevol BX, el rectangle XC com- ¢

prés per la recta sencera i I'afegida
AX, i per I'afegida BX, junt amb el
quadrat DK sobre la linia meitat BM,
és igual al quadrat XK sobre la linia K N
MX composta de la linia meitat M B

i de I'afegida BX.

Efectivament, en el transcurs de 'analisi, a la igualtat (2Z.12]) de 'apartat (1),
ha quedat establert aquest teorema. Alli hem aconseguit, amb el recurs d’'un
gnomon, la relaci6 entre el rectangle X C'i els quadrats XK i DK, que enuncia
I1.6:

XC=XK—-DK obé XC+DK=XK.
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2.4.4 Resolucié de I’equacié 2> —ax =b%, a >0, b >0

Aquest problema equival a trobar un rectangle XC' de costats x i x — a d’area
igual a la d’un quadrat ) de costat b. Igual que en el cas anterior podriem
enunciar aquest problema aixi:

Aplicar sobre un segment AB[a] donat, un rectangle X C[x? — az]
d’area donada Q[b?], de manera que excedeixi del rectangle BCla -
(x — a)] sobre el segment AB, en un quadrat DX |[(z — a)?].

Suposem construit el rectangle solucié XC de costats AX[z] i AC = BX[x—al.
La marxa de 'analisi sera paral-lela a la del cas anterior:

1) En el pas (1) de la figura, apliquem la técnica del gnomon al rectangle
XC. Partim el rectangle BC' en dos rectangles iguals MC' i MD, els
quals després s’apliquen —ND i M D— sobre dos costats adjacents del
quadrat X D.

En el pas (2) es visualitza el gnomon com a diferéncia dels quadrats
XK (2~ 4)*] i DK [($)°] és a dix

XC = gnomon(XMDN)=XK — DK . (2.13)
N K
D C N ja/2 c
z-a —_— T | — T-a/2
(1) (2)

T-a a a | vaf |,

X B A X BMA X B M
Area= XC Gnomon= X MDN Gnomon= XK — DK

a 2 a 2

[#? — ax] [2 — ax] {(w — 5) — (5) }

Primera part de la resoluci6 de 22 — ax = b°.

2) Imposem la condicié d’igualtat entre el quadrat @ de costat b conegut, i el
gnomon:
a\?2 a2 o
XK—DK—Q[(m—z) _ <§> —b} .

3) El segment solucié X A ve determinat per la igualtat XA = XM + MA,
en que MA i XM compleixen:
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— MA = MB és el segment meitat del segment donat AB.

— X M és —per 1.48— la hipotenusa del triangle rectangle de catets AM
i b, perque

XK — DK =Q = XM? — AM? = b

Aixi, podrem construir la solucié amb regle i compas, sumant la meitat a/2 del
segment a donat, amb la hipotenusa del triangle rectangle de catets a/2 i el
costat b del quadrat donat.

Observem també, que en el transcurs de l'analisi, a 'apartat (1), ha quedat
establerta la proposicié I1.6 de la mateixa manera que en el cas anterior.

2.4.5 Resolucié de I’equacié ax — 2> =%, a >0, b> 0, i IL.5

Aquest problema equival a trobar un rectangle XC' de costats x i a —x d’area
igual a la d’'un quadrat @@ de costat b. Euclides utilitza la teoria de la propor-
ci6é per resoldre una qiiestié equivalent per a paral-lelograms a VI.28, amb una
condici6é que aquest cas es traduiria com a b < §. L’enunciat en el seu estil seria:

Aplicar sobre un segment AB[a] donat, un rectangle XClax — x2]
d’area donada Q[b?], de manera que sigui deficient del rectangle
BCla - x], sobre el segment AB, en un quadrat BT[z?].

Suposem construit el rectangle solucié XC de costats AX[a—z] i AC = BX|[z].
En aquest cas tindrem:

1) En la figura considerem X’ en el segment AX tal que AX’ = BX. Obte-
nim el quadrat AD = BT de base AX’, i el rectangle XD de base X X'.
Apliquem, en el pas (1) de la figura, la técnica del gnomon al rectangle XC'
partint el rectangle X D en dos rectangles iguals EX i EX’. Els apliquem
—M D i ND— sobre dos costats adjacents del quadrat AD.

En el pas (2) es visualitza el gnomon com a diferencia dels quadrats
AK [(3)*] i DK [(§ —2)* =], és a din

XC =gnomon(XMDN) = XK — DK . (2.14)

2) Imposem la condicié d’igualtat entre el quadrat @ de costat b conegut, i el
gnomon:

AK—DKzQ[(ZY—(é—x)Qzl)Q] .
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N K N

H. a C E |D C 5 X
) T D . i a/? . N a/2

1 2
B X X A B X MX A M a/2 A
Area= XC Gnomon= AMDN Gnomon= AK — DK

a 2 a 2

[az — 22 [az — 22 [(5) —(¢-2) }

Primera part de la resoluci6 de az — 2% = b°.

3) El segment solucié BX = AX' ve determinat per la igualtat AX’ = AM —
X'M,en que AM i X'M compleixen:

— AM és el segment meitat del segment donat AB.

— X'M és —per 1.48— un catet del triangle rectangle de hipotenusa
AM 1i catet b, perque

AK — DK = Q = AM? — X'M? = .

Aixi, podrem construir la solucié amb regle i compas, restant a la meitat a/2
del segment a donat, el catet del triangle rectangle amb hipotenusa a/2 i laltre
catet igual al costat b del quadrat donat B4

Observem finalment que es compleix el teorema IL.5.
e Teorema II.5

Si es divideix una linia recta AB
en parts iguals BM, MA i desiguals
BX', X'A, el rectangle X'H compres
per les parts desiguals de la recta total
més el quadrat DK sobre el segment I7i C
MX' entre els dos punts de seccid, és
igual al quadrat AK sobre la meitat
AM de la recta donada.

34Fem notar que 'estudi no és complet, perqué hem suposat z < 5- Si haguéssim suposat
x > §, haguéssim obtingut la condicié

(3) - (-3) =

Llavors, la solucié s’hagués obtingut sumant —en lloc de restant, com en el cas estudiat— el
segment a/2 donat, i el catet del triangle rectangle d’hipotenusa a/2 i laltre catet igual a b.
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Efectivament, en el transcurs de I'analisi, a I'equacié ([2.14) de lapartat (1),
hem aconseguit, amb el recurs d’un gnomon, la relacié entre el rectangle XC =
X'H iels quadrats AK i DK, de I’enunciat del teorema:

X'H=XC=AK—-DK obé X'H+ DK = AK.

2.4.6 Resolucié de I’equacié 22> =ab, a >0, b >0, i I1.14

Aquest problema és del tot equivalent a la construccié que demana I1.14.

e Teorema I1.14

Construir un quadrat igual a una figura rectilinia donada B3

1) En el pas (1), apliquem la técnica del gnomon al rectangle PR[a - b] donat.
Obtenim el gnomon partint el rectangle MT, —en que M és un punt de
PQ tal que MR és un quadrat—, en dos rectangles LT i LS iguals,
els quals s’apliquen —LS i SN— sobre dos costats adjacents del quadrat
M R[V?].

En el pas (2) visualitzem el gnomon com a diferéencia dels quadrats QK

(2] i sk [(=52)°).

o latb)/2

b3 N
r a T ‘b—'R -
N S
b N N (a-b)/2
1 2
(1) (a+b) /2 @)
P M Q P LM Q
LM Q
Area= PR Gnomon= QLSN Gnomon= QK — SK
la-b] a-b] [(252)” = (25%)°]

Primera part de la resolucié de 2% = ab.
2) Suposem el quadrat X[z?] construit i imposem que sigui igual al gnomon:
b\> A
X:QKSK[f: (50 () ]

3) S’observa que el segment LQ), costat del quadrat QK, és la meitat de la
suma dels costats del rectangle PR inicial, —només cal aplicar un quadrat
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congruent amb QS a l’esquerra del costat PT del rectangle PR—. També
es veu que el segment LM, costat del quadrat SK, és la meitat de la
diferencia PM dels costats del rectangle PR inicial. Per tant, en ser

2? = LQ* — LM?,

es pot construir x com un catet del triangle rectangle d’hipotenusa la meitat
de la suma dels costats del rectangle PR, i I’altre catet igual a la meitat
de la diferencia d’aquests costats.

Amb aixo s’estableix la construccié que es demana a II1.14. Euclides I’assoleix

considerant:
— Una semicircumferéncia de diametre PR’ H
igual a la suma dels costats PQ i QR del /
rectangle PR, i centre O. (“+172 T
— Una recta perpendicular per Q a PR’. P 0 b |
— La interseccié H de la semicircumferencia b ( am Q
amb la perpendicular. a R

El segment QH. (a+0)

Llavors, pel teorema de Pitagores, el segment QQH és el costat x del quadrat
X buscat. Aixo es justifica perque el radi de la semicircumferéncia és la meitat
de la suma dels costats del rectangle PR, i el segment QO és la meitat de la
diferencia d’aquests costats.

Activitats 2.4

E., 1. Obteniu la identitat algebraica a® — b*> = (a + b)(a —b), aplicant un canvi
de llenguatge sobre el teorema I1.5. Feu el mateix actuant sobre el teorema I1.6.
suats

B 2. Elaboreu una visualitzacié pas a pas, amb el CABRI, de la construccié del
E teorema II.11.

P 3. Prepareu una presentacio amb el CABRI, del tema de la construccié de la
solucié de I'equacié de segon grau x> + ax = b, tal que a,b > 0, en qué:

— Es plantegi i visualitzi el problema graficament i se’n pugui fer una resolucio
aproximada.

— Es visualitzi el procediment de recerca de solucidé, mitjancant I'is d’un
gnomon.

— Es visualitzi pas a pas una construccié amb regle i compas de la solucid,

conseqiiéncia del procediment anterior, a partir de les dades inicials a 1 b.

a
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2.5 Més enlla del teorema de Pitagores. Els teoremes II1.12 i
I1.13

Els teoremes I1.12 i I1.13 enllacen directament amb el teorema del cosinus. De
fet, aquest dltim és una versio posterior i unificada en el llenguatge més sofisticat
de la trigonometria. Com a rerefons, hi trobem el teorema de Pitagores, per-
que I1.12 i I1.13 constitueixen la resposta a la necessitat de generalitzar 1.47, en
el sentit de trobar relacions entre els quadrats construits sobre els costats d’un
triangle qualsevol. Tractarem a fons el teorema II.12, el qual és la versié per
a triangles obtusangles, i deixaren I1.13 per a les activitats. Ho farem presen-
tant la demostracié d’Euclides simplificada amb el llenguatge de ’algebra. La
seva estrategia passa per reduir el problema a un altre en que es troben impli-
cats triangles rectangles, als quals pot aplicar el resultat demostrat a 1.47. Per
poder assolir el seu objectiu, li caldra utilitzar 'expressié per al quadrat d’una
suma demostrada a II.4. Després estudiarem la demostracié de Gregory de Saint
Vincent, publicada 'any 1647 a I’Opus geometricum quadraturae circuli et sec-
tionum coniB8 Finalment, farem una anlisi del teorema de Tabhit ibn Qurra
[826-901) BZ i establirem la seva equivaléncia amb els teoremes d’Euclides.

e Teorema I1.12

En els triangles obtusangles, el quadrat/so\bre el cos- B
tat BC, que subtendeix I'angle obtlis BAC, és més

gran que els quadrats sobre els costats AB i AC que

contenen I'angle obtls, en dues vegades el rectangle

contingut per un dels costats AC de I'angle obtls, so-

bre el que cau la perpendicular BD, i la recta exterior c A D
AD tallada per la perpendicular fins I'angle obtds.

Es a dir, BC? = AB? + AC%2 + 2 AC - AD.
Euclides ho prova aplicant 1.47 als triangles rectangles BDC i BDA, i amb
I’auxili de I1.4 per descompondre el quadrat sobre C'D:
~ 147 = BC? = CD? + BD?.
~ 1.4 = CD? = (AC + AD)? = AC? + 2 AC - AD + AD?.
~ 147 = AB%* = AD? + BD?.
Per tant, BC? = AC? +2AC - AD + AD? + BD?> = AC? +2 AC - AD + AB>.

2.5.1 La demostracié de Saint Vincent

Aquest autor proporciona una prova en que no utilitza els resultats del llibre II.
La seva estrategia esta inspirada en la demostracié 1.47 d’Euclides, és a dir en

36L’hem trobat a[HEATH [1908], 404-405 de I’edici6 de 1956.
3TLa referéncia és de [BOYERI [1968], 304-305 de Pedici6 espanyola de 1986.
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els metodes de comparacio i transformacié d’arees del llibre I, utilitzats a partir
de 1.33.

Presentem el cas del triangle obtusangle, en qué considera, de sortida, els
quadrats KA, FAi BE, sobre els costats del triangle BAC donat, obtiis en A.

Comenca partint el quadrat BE en dos rectangles BP i CP, mitjancant
la perpendicular a BC per A. La seva estratégia consisteix en trobar dues
superficies equivalents a aquests dos rectangles, en que es trobin implicats els
quadrats sobre els altres dos costats AB 1 AC.

Actua igual que a 1.47, observant que els triangles ABD i K BC sén congru-
ents, de la mateixa manera que ACE i FCB. Consegiientment, si es consideren
els punts N i M d’interseccid, respectivament, de AB i AC' amb les altures del
triangle ABC des de C' i B, tenim les relacions segiients entre arees:

- BP=2ABD =2KBC =KN.
~-CP=2ACE=2FCB=FM.

D p E
Aixi, ha aconseguit relacionar els quadrats de la manera segiient:

BC?=BP+CP=KN+FM =AB?>+ HN + AC*>+GM .

Ara, caldra observar els rectangles HN i GM. Aqui, se n’adona que hi ha
dos triangles clau per relacionar-los amb els costats del triangle BAC' de sortida.
Efectivament, els triangles HAC i BAG s6n congruents, —pel criteri C-A—-C—,
i llavors,

GM =2BAG=2HAC=HN=HA-AN = AB-AN.
Es a dir, que podem aconseguir el resultat d’Euclides,

BC? = AB> + AC®> +2HN = AB?> + AC? +2AB - AN .
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2.5.2 El teorema de Thabit ibn Qurra

En aquest autor trobem una presentacié diferent de la
generalitzacié del teorema de Pitagores per a triangles
no rectangles, la qual relacionarem amb els resultats

d’Euclides. El seu enunciat és general i no el demostra. e
La seva presentacio consisteix en aﬁrmalg\e si P/;\Q B0 .
sén dos punts de BC' tals que APB = AQC = BAC,
llavors
AB? 4 AC? = BC - (BP + CQ).
D E

Si ho expressem en funcié dels quadrats sobre els costats de ABC, tenim els
dos casos:

Cas obtusangle :
AB? + AC? = BC - (BC — PQ) = BC? - BC - PQ.
Cas acutangle :

AB? + AC? = BC - (BC + PQ) = BC? + BC - PQ.

Per establir el resultat general, una analisi basada en ’acceptacié de ’existencia
d’una teoria de la proporcié és bastant accessibleB2 Per abreujar les notacions
escriurem BC = a, AB=c¢ i AC = b. Es tracta d’establir una relacié entre els
quadrats a2, b> i c?. Cerquem, com a 1.47, dos rectangles iguals als quadrats
sobre AB i AC. Es a dir, dos punts P i @ sobre BC tals que

2=a-m, enquem=BP,

¥=a-n, enquen=CQ.

Aixo equival a determinar la posicié dels segments m i n tals que

a

En ser ABP = CBA i A/C’\Q = ﬁ, les igualtats anteriors impliquen la
semblanca dels triangles BAC, BPA i AQC.

38 Aixd ens permetr utilitzar el concepte de semblanca i ’equivaléncia

a C
E—a@(rd—hc,

entesos a-d i b-c com les arees d’'uns rectangles de costats a 1 d, b i c.
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Consegiientment, es compleix APB = CAB = @ D’aquesta manera,
les posicions de m, n i, per tant, de P i (@ han quedat determinades de la
manera enunciada per Ibn Qurra. Si es refa tot el procés en sentit contrari queda
demostrat el teorema.

2.5.3 El teorema de Thabit Ibn Qurra i el teorema I1.12

Establirem la relacié entre aquests dos teoremes, fixant I’atencié en la versid del
teorema de Ibn Qurra per a triangles obtusangles B2 Aix{, el que tenim és,

— Teorema I1.12
BA? + AC? +2 AC - AT = BC?
— Teorema de Thabit Ibn Qurra

B P HQ C
BA? + AC? = BC?> - PQ - BC.

Per tant pretenem establir la igualtat,
2AC - AT = BC - PQ.

Intentarem aconseguir-ho mitjancant la recerca de triangles semblants. La impli-
caci6 del segment AT suggereix I'observacié del triangle rectangle BT'A. D’altra
banda el segment P(Q) pertany al triangle isosceles AP(Q). Aquest ultim no és
rectangle, pero si que ho és el AHP, en qué H és el punt mitja de PQ. Llavors
observem els triangles AHP i BTA, i veiem que s6n semblants. Efectivament,
" BTA — AP — 12,

~ APH = — APB = — CAB = BAT.

1l AT  BA
avors, o =~
, BA BC . . .
A més, Ap — o4 berawe ABP i CBA s6n semblants.

Per tant, de les dues igualtats obtenim,

AT BA _BC

Activitats 2.5

1. Demostreu el teorema II.13 amb I'ajut del teorema de Pitagores i del teo-

39La relacié amb I1.13 s’obtindria de la versié per a triangles acutangles.
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rema I1.7 del quadrat d’una diferéncia.
e Teorema I1.13

En els triangles acutangles el quadrat sobre el B
costat BC' que subtendeix |'angle agut BAC
és menor que els quadrats sobre els costats
AB i AC que contenen l'angle obtls, en du-
es vegades el rectangle contingut per un dels
costats AC de I'angle agut, sobre el que cau
la perpendicular BD, i la recta interior AD A D C
tallada per la perpendicular fins I'angle agut.

2. Representeu graficament amb el CABRI, el teorema de Thabit ibn Qurra, i
utilitzeu l’eina Area del quadre d’eines Mesura per comprovar-lo.

3. Demostreu que I1.12 i I1.13 s’expressen, en el camp de la trigonometria,
mitjancant el teorema del cosinus.
O

2.6 El llibre 111

Els 37 teoremes d’aquest llibre tracten, en la seva totalitat, sobre la geometria
del cercle. De les 11 definicions que trobem a la introduccié, presentem aquelles
que trobem més interessants de cara a la presentacié que farem, i a una possible
lectura posterior.

D2. Es diu que toca [és tangent] a un cercle, la recta que troba el cercle i que
quan és prolonga no talla el cercle.

D7. Un segment d'un cercle és la figura compresa per una recta i una circum-
feréencia del cercle

D8. Angle en un segment és I'angle que quan s’'agafa un punt sobre la circum-
ferencia del segment i es tracen rectes des d'ell fins els extrems de la recta
que és la base del segment, esta contingut per les rectes tracades.

D11. Segments semblants de cercles sén aquells que admeten angles iguals, o aquells
en queé els angles sén iguals entre si.

Segments semblants de cercles

o066

Tangent Segment de cercle  Angle en un segment
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— La definicié D2 anomena tangent a la recta que té un tnic punt en comu
amb el cercle, perd no en demostra ’existencia fins el teorema II1.16.

— La definicié D7 es refereix a la figura que nosaltres coneixem com a “seg-
ment circular”. Quan utilitza el terme “una circumferencia del cercle” vol
dir un arc de circumferencia.

— En la definicié D8 es refereix als “angles inscrits” en un cercle que sub-
tendeixen una corda donada per un mateix costat d’aquesta. Euclides
anomena aquesta corda “base del segment”.

— L’existencia dels segments semblants de la definicié D11 no queda assegu-
rada fins que en el teorema I11.21 demostra que:

En un cercle, els angles en un mateix segment —I[els angles inscrits
que subtendeixen una mateixa corda pel mateix costat]— sén iguals
entre si.

Com ja hem dit farem una breu descripcié dels teoremes i un tractament una
mica més profund d’alguns d’ells de cara a una comprensié més clara dels estudis
de posteriors seccions i capitols:

— Les proposicions 1, 3, 4 i 9 tracten sobre algunes propietats del centre del
cercle, i la seva construccio.

— La proposicié 2 tracta la concavitat del cercle.

— Les proposicions 7 i 8 comparen els segment tracats des d’un punt exterior
o interior del cercle, que tenen l'altre extrem sobre la circumferencia del
cercle.

— Les interseccions i tangencies entre cercles sén tractades en els teoremes 5,
6, 10, 11, 1211 13.

— Els teoremes 14 i 15 comparen les cordes en relacié a les seves distancies
al centre del cercle.

— Kl grup 16-19 tracta l’existéncia i propietats de les rectes tangents. Con-
cretament del teorema II1.16 s’obté la propietat segiient:

Una recta BT perpendicular a un diametre AB, per un extrem
B d’aquest, és tangent a la circumferencia.

La demostracio té les seves peculiaritats. Per exemple tracta amb “angles
de banya”, que tenen un costat recte i l’altre un arc de circumferéncia 2

40Una caracteristica interessant d’aquestes magnituds és que permeten definir una estructura
additiva com la dels segments i la dels angles rectilinis amb la tnica diferéncia de no ser
arquimediana. Es a dir que donats dos angles de banya a i b, es pot donar el cas que sumant-ne
un d’ells, tantes vegades com vulguem a si mateix, mai arribem a superar en magnitud ’altre,
—en llenguatge simbolic na < b per a qualsevol n € N—. Vegeu un exercici relacionat amb
aquesta qliestid, proposat a[EVES| [1963], 380-381 de ’edicié espanyola de 1976.
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En la seva part principal fa una reduccié a A
I’absurd en que suposa que BT talla, en un
altre punt K # B, la circumferéncia. Lla-

vors, si O és el centre de la circumfer% en
ser OB = OK tindriem —per 15— OBK = r
OKB = 7/2 en el triangle OBK, la qual cosa e
p
no pot ser. B

Citem, també, que III.18 estableix el reciproc del resultat anterior. Mit-
jangant una reduccié a ’absurd i amb l'ajut de 1.17 i 1.19, demostra la
perpendicularitat entre la recta tangent i el radi pel punt de contacte.

— Els teoremes 20 i 21 estableixen respectivament que Iangle en el centréd
que subtendeix un arc de cercle és el doble que ’angle inscrit que subtendeix
el mateix arc, i que els angles en un mateix segment [circular| sén iguals.

— El teorema 22 estableix que els angles oposats d’'un quadrilater inscrit en
un cercle sumen 180°. Euclides no dona el teorema reciproc, el qual és
molt 1util de cara a la resolucié de problemes. Aquest pot ser demostrat
per reduccié a l'absurd, considerant el cercle que passa per tres punts
del quadrilater amb les condicions donades 2 Aixi, aquests dos teoremes
proporcionen una condicié necessaria i suficient per a que un quadrilater
sigui inscriptible en un cercle. Els quatre vertexs d’aquests quadrilaters
s’anomenen “punts conciclics”.

— En el grup 23-29 aconsegueix establir que:

En cercles iguals, arcs iguals subtendeixen i sén subtendits per
angles centrals iguals, angles inscrits iguals i cordes iguals.

Es a dir, si els cercles tenen el mateix radi,
AOB = CPD < ARB =CSD
AMB = CND <= ARB=CSD
AB=CD <= ARB=CSD

41Es refereix a angles que tenen el veértex en el centre del cercle. Nosaltres els anomenem
“angles centrals”.
12Vegeu lactivitat P61
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En el teorema 30 biseca un arc, i en el 31 estableix que els angles inscrits
sén aguts, rectes o obtusos, segons que els arcs subtendits siguin més petits,
iguals o0 més grans que mitja circumferencia.

El teorema 32 és forgca important. Alli generalitza la relacié — I11.20—
entre angles inscrits i els angles centrals que subtendeixen els mateixos
arcs, al cas en que un dels costats de ’angle inscrit ha esdevingut tangent
a la circumferencia.

En el teorema 33 construeix ’arc capa¢ d’un angle sobre un segment, i en
el 34, la corda d’un cercle tal que I'arc que determina sobre el cercle sigui
'arc capag¢ d’un angle donat 23

Un altre grup important de teoremes és el 35-37. Alli s’estableixen les
relacions entre els segments determinats pels punts d’interseccié entre una
circumferencia i les rectes tracades per un punt interior o exterior. Aquestes
seran una eina valuosa per a les analisis d’un gran nombre de problemes.
També permetran, en el segle XiX, establir el concepte de potencia d’un
punt.

La circumferencia per tres punts no alineats no és construida fins arribar al
teorema IV.5. El seu procediment només requereix informacié del llibre I,
i consisteix a determinar el centre de la circumferéncia mitjancant les me-
diatrius que aquests punts determinen. Aixi, s’hagués pogut incloure entre
els teoremes del llibre 111, i en alguna activitat en farem ts.

2.6.1 Relacions entre angles inscrits i centrals. Els teoremes II1.20 i

ITI.21

En el teorema I11.20, Euclides estableix la relacié entre un angle inscrit i un angle
central que subtendeixen el mateix arc de circumferencia.

Teorema II1.20

’ — = 7 ’ A~
En un cercle, I'angle BOC en el centre O és el doble de I'angle BAC' en
la circumferencia, quan els angles tenen la mateixa circumferéncia BC
com a base.

Teorema I11.21

En un cercle els angles en el mateix segment BC sén iguals entre si.

La demostracié de I11.20 és dividida en dos casos, i el pas principal consisteix a
reduir el problema al cas en que un dels dos costats de 'angle inscrit passa pel
centre:

43Recordem que Parc capag d’un angle o sobre un segment AB, és el lloc geométric dels

punts P tals que ARPB = . Aquest lloc esta constituit per dos arcs simetrics respecte de AB,
i Euclides només en construeix un.
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BK OK B
AC A AC

Cas 1: El centre O de la circumferencia és interior a ’angle inscrit BAC.

Fuclides traca el diametre AK per A. Llavors:

“OA=0B — OBA = @, —per [.5—.
2. KAB :O/B\A—F@:TF—A/OE:I?O\B, —per [.32—.
Si apliquem el mateix raonament al triangle AOC, haurem obtingut les dues

igualtats: - -
2-KAB=KOB i 2-KAC=KOC.

Finalment, si reunim els dos resultats tenim
BOC = KOB+ KOC = 2(KAB + KAC) =2 BAC .

Cas 2: El centre O de la circumferencia és exterior a I’angle inscrit BAC.

Diu que s’hauria d’actuar de la mateixa manera i llavors obté
BOC = KOC — KOB = 2(KAC — KAB) = 2- BAC .
Quant al teorema II1.21, n’és una conseqiiéncia immediata, perque
2. BAC = BOC = 2- BDC — BAC = BDC'.
Finalment fem dues observacions:

— Una conseqiiencia de I11.20 que Euclides no inclou més que quan arriba a
IT1.31, dins d’un enunciat més general, és que els angles en un diametre
sén rectes. Aix0 és immediat en ser I’angle central corresponent igual a
dos angles rectes.

~ Esde comprovacié immediata veure —pel teore-
ma [.12 de I'angle exterior— que qualsevol angle
BPC, tal que P és interior al cercle, és major
que l'angle inscrit BAC. En el cas que P és
exterior, llavors BPC < BAC.
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Activitats 2.6

1. Anomenem “angle interior d’un cercle”, qualsevol angle que té el seu vértex
a Dinterior del cercle. Anomenem “angle exterior d’un cercle”, qualsevol angle
que té el vértex a ’exterior del cercle.

i) Demostreu que un angle interior és la semisuma dels angles centrals corres-
ponents als arcs de cercle subtendits per Iangle interior.

ii) Demostreu que un angle exterior és la semidiferéncia dels angles centrals
corresponents als arcs de cercle subtendits per I’angle exterior.

iii) Visualitzeu i comproveu amb el CABRI els resultats anteriors, amb I’eina
Angle del quadre d’eines Mesurar.

2. Tot i que el teorema II1.17 proporciona un metode per a la construccio de les
rectes tangents a un cercle des d’un punt exterior, farem una proposta diferent.

i) Construiu les rectes tangents a un cercle des d’un punt exterior, utilitzant
que:

— La tangent i el radi pel punt de contacte sén perpendiculars.

— El teorema II1.20 en el cas particular en qué ’angle inscrit que subtendeix
un diametre és recte.

ii) Construiu una macro amb el CABRI que proporcioni, a partir d’una circum-
feréncia i un punt exterior, les dues tangents pel punt, i els punts de contacte.

3. Es pretén estudiar el teorema II1.22, el seu reciproc, i aplicar aquest ultim
a la resolucié d’un problema.

i) Demostreu el teorema I11.22 i el seu reciproc.

o Teorema II1.22

Els angles oposats dels quadrilaters [inscrits] en els cercles sén iguals a dos
angles rectes.

ii) [Problema 4 de la primera sessié de la fase catalana de I’Olimpiada Ma-
tematica 1995796].@ Sigui AB el diametre d’una circumferéncia, O el punt
mitja d’un dels arcs que van de A a B, i C' un punt qualsevol de ’arc OB.
Dibuixem les rectes AC, OC, i sigui D la interseccié de OC amb AB. Sigui
DFE perpendicular a AD, i F la seva interseccié amb AC. Demostreu que els
segments BD i DEFE tenen la mateixa longitud.

44Vegeu|OC.SES [2000], 139. La idea d’utilitzar punts conciclics en I’analisi d’aquest problema
li dec al professor i amic Paco Alejandre.
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2.6.2 Generalitzacio de II1.21 per a angles en la circumferéencia amb
un costat tangent. Teorema II11.32

Aqui s’estableix que un angle TCB amb el vertex C a la circumferencia, el costat
CB secant en B i el costat CT tangent, és la meitat de ’angle central COB.

e Teorema II1.32

Si una recta ST toca [és tangent a] un cercle, i des del punt C de
contacte es traca una recta BC que talli el cercle, els angles TCB i
SCB que forma amb la recta tangent seran iguals als angles CAB i
CDB en els segments alterns del cercle.

Quan diu segments alterns, es refereix als dos seg-
ments CAB i CDB determinats per B/C\sobre el
cercle.  S’ha de veure que CAB = TCB i que
CDB = SCB. Sigui CP el diametre pel centre O
del cercle. Pel teorema II1.18, TC'P = 7/2. Llavors,

TCB = TCP — BOP = n/2 — BOP/2 = BOC/2 = CAB,
SCB = TCP + BCP = r/2+ BOP/2 = (2r — BOC)/2 = CDB

2.6.3 Analisi de la construccié de ’arc capag. Teorema I11.33

e Teorema II1.33

Sobre una linia recta AB tracar un segment APB d'un cercle que admeti
un angle igual a un angle rectilini o donat.
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Farem una analisi per al cas en que ’angle « sigui agut. Implicarem un diametre
del cercle, perque aixi podrem obtenir el seu centre i ’arc cercat. Pel cas obtuis,
només caldria construir I’arc capag de ’angle suplementari, el qual és agut, i 'arc
capag cercat seria el que li falta, a I’arc trobat, per completar la circumferencia.

Supos%rc A@B construit de manera que per a tots els seus punts @, es
compleix AQB = «a. Per a que quedi implicat un diametre, tracem, per B el
segment BP pewdicular al segment AB, en que P esta sobre ’arc solucid.
Llavors, en ser ABP = w/2, AP és un diametre. Aixi, la seva interseccié amb
la mediatriu s de AB determina el centre O del cercle. Llavors, si tracem una
perpendicular AK, per A, al diametre AP obtenim,

KAB = /2 PAB = APB = a.

En aquest punt 'analisi s’ha acabat, en ser AB i KAB = « coneguts. Podem
refer el cami enrere per elaborar la construccié. Efectivament,

Construim K AB = «, sobre AB.

— Tracem, per A, la perpendicular [ a AK.

— Tracem la mediatriu s de AB.

— Amb centre el punt O d’interseccié de [ i s tracem la circumferéncia

(0,04).

L’arc solucié és APB, en que P és la interseccié de la recta [ amb la circum-
ferencia tracada. Efectivament, per a qualsevol punt (Q de APB es compleix

AQB=APB=KAB=a.

Activitats 2.7

B 1. Un vaixell V' veu, des d’una posicié Vi, dos punts A i B coneguts sota un
angle o conegut. Es desplaca segons un segment s donat en magnitud, direccio i
sentit. Des de la nova posicié Vo veu els dos punts sota un altre angle (3 conegut.
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i) Construiu les posicions Vi i Vs, les quals sabem que es troben en un mateix
semipla dels dos que determina la recta AB.

ii) Feu una presentacié del problema i la seva solucié amb el CABRI.

2.6.4 Els teoremes I11.35-1I1.37. La poténcia d’un punt

Acabarem els estudis del llibre I1I, amb el grup I11.35-111.37. Tractarem el primer
d’aquests teoremes des de dos punts de vista. Primerament, suposarem establerta
una teoria de la proporcié que permeti considerar el concepte de semblanca.
Després, ho farem a la manera d’Euclides que no utilitza aquesta teoria i es
recolza, entre d’altres, en els resultats d’algebra geometrica del llibre II. Ho fem
aixi per fer palesa la simplicitat que comporta 1'is de la teoria de la proporcid
en front del segon tractament. Aquesta, un cop establerta i justificada en els
llibres V i VI constituira, conjugant-la amb les relacions metriques establertes
en els quatre primers llibres, una eina valuosa per a la resolucié de problemes i
la demostracié de teoremes.

e Teorema II1.35

Si en un cercle es tallen dues rectes AC i BD entre si, el rectangle
contingut pels segments PA i PC d'una és igual al rectangle contingut
pels segments PB i PD de l'altra.

A

C

— Tractament 1: Suposem establerta una teoria de la proporcié, i que sén
coneguts els criteris de semblanca de triangles.

Els triangles PAB i PDC sén semblants wrtanyer A i D alarc capag
de CDB sobre BC',i B i C al’arc capag de DC' A sobre AD. Per tant,

PA PB )
— Tractament 2: A la manera d’Euclides.

S’utilitza el teorema de Pitagores, i la biseccié d’una corda per una rec-
ta perpendicular pel centre de la circumferencia —II1.3—. També perseguim



116 2. Els llibres II, TIT i IV dels Elements

utilitzar la conseqiiencia immediata de II.5, que en forma algebraica s’escriu
a’? —b? = (a + b)(a — b). Per aconseguir-ho expressarem PB-PD i PA-PC,
com el producte d’una suma per una diferencia.

Siguin G i H els punts mitjans de les cordes AC' i BD. Observem que:

PB=BH+HP, PD=DH - HP = BH — HP,
PA=AG—-GP, PC=CG+GP=AG+GP.
Per tant, per I1.5 i 1.47,
PB-PD = (BH+HP)(BH - HP) = BH? - HP? =
= BH? - (OP?-0H?) = OB*>-OP”.
PA-PC = (AG—GP)(AG+GP) = AG* - GP? =
= AG? - (OP?> - 0G?) = OA* - 0OP?.
Llavors, en ser OA i OB iguals al radi, tenim PA- PC = PB - PD. O

Quant al teorema II1.36, seguim la presentacié d’FEuclides i deixem el tracta-
ment amb semblances per a I'activitat 28Il

e Teorema II1.36

Si s’agafa un punt P fora d'un cercle i des d'ell cauen dues rectes sobre el
cercle, i una d’elles talla el cercle i I'altra el toca, el rectangle contingut
per la recta sencera PA que talla el cercle i la recta PC interceptada
fora d'aquest, entre el punt P i la circumferéncia convexa, sera igual al
quadrat sobre la tangent PT.

La demostracié d’Euclides distingeix dos casos: primer, quan PC' passa pel centre
O i, segon, quan no hi passa.

— Primer cas: Per I11.18 ’angle P/T\O és recte. Llavors, per 11.5 1 1.47,
PA-PC = (PO +0A)(PO —0OA) = PO* - 0A* = PT? + OT* - OA* = PT>.
— Segon cas: Sigui M el punt mitja de AC. Llavors, per I1.5 i 1.47,

PA-PC = (PM+MA)(PM —MA) = PM? - MA?* =
= PM?-0A*+0OM? = PO* - 0A* =
PO* - OT? = PT?.
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D’aquest dos teoremes es despren la invariancia del producte PA-PC', quan es
tracen secants, en A i C', a una circumferencia per un punt P interior o exterior.
El valor constant d’aquest producte s’anomena, des del segle XIx, “potencia del
punt P respecte de la circumferencia”. Hem vist que, en els dos casos, la poténcia
és igual a la diferéncia dels quadrats construits sobre el radi i sobre el segment
que separa el punt P del centre de la circumferencia. Finalment, presentem el
teorema, II1.37, el qual és el reciproc de I11.36.

e Teorema II1.37

Si agafem un punt P fora d'un cercle i des d’ell cauen dues rectes sobre
el cercle, i una d'elles talla el cercle i I'altra cau sobre ell i, a més, el
rectangle contingut per la recta sencera PA que talla el cercle i la recta
PC interceptada fora d'aquest, entre el punt i la circumferéncia convexa,
és igual al quadrat de la recta PT que cau sobre aquest, la recta que
cau tocara el cercle.

La seva demostracié parteix de la construccié de dues linies:

— La tangent PQ des de P, per tal de comparar els triangles POQ i POT.
— Una secant PA a la circumferéncia, que la tallaen A 1 C.

Llavors, PO i POT s6n congruents

pel criteri C-C-C, en ser OQ = radi = A '
OT, PO comu, i PT? = PA- PC =
PQ? —la primera igualtat per hipotesi
ila segona per II1.36—. Per tant ’an-
gle PTO és recte i, conseglientment —
per I11.16—, PT sera tangent.

Activitats 2.8

1. Utilitzeu la semblanca de triangles per demostrar que:

7@

@ W

Donat un punt P exterior a un cercle i dues se-
cants PA i PD, les quals tornen a tallar el B
cercle en C' i B, es compleix

PC-PA=PB-PD.

D

2. FEIl problema que proposem en aquesta activitat, el podriem anomenar el
problema del cinema, del futbolista, de ’estatua, 1 d’altres maneres. Aixo és
degut a que es presenta en els llibres de text revestit d’elements relacionats amb
aquests noms. El seu enunciat és:
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Donats els punts O, A i B sobre una recta —de manera que A estigui
entre O i B—, i una altra recta ( OM, es tracta de construir un punt
X sobre OM tal que 'angle AX B sigui maxim.

B

A

ol X X

Aquest problema s’acostuma a plantejar en els capitols dedicats al calcul diferen-
cﬁ]i es resol amb les seves técniques. També s’acostuma a imposar la restriccio
MOB = 90°. Aquf/es\pretén la seva resolucié amb les eines euclidianes, per a
qualsevol valor de M OB.

i) Proposeu una analisi geométrica que us permeti construir la solucio.

ii) Feu una visualitzacié amb el CABRI de la construccié de la solucié, de
manera que aquesta es pugui comprovar amb les eines del quadre d’eines Mesura.

a

2.7 Construccié de poligons regulars. El llibre IV

El llibre IV consta de 16 teoremes, la major part dels quals té a veure amb la
construccié de poligons regulars. El problema de la construccié, amb el regle
i el compas, d’aquests poligons es pot enunciar de maneres diverses, totes elles
equivalents.

— Construir un poligon regular de n costats, a partir d’'un costat conegut.

— Construir un poligon regular de n costats, inscrit en una circumferencia
donada.

— Construir 'angle 27 /n.

Qualsevol d’aquestes construccions proporciona les altres. Hem vist que en el
llibre I, es resolen dos casos de I'enunciat primer: el del triangle equilater, en el
teorema 1.1, i el del quadrat en el teorema 1.46. El llibre IV resol alguns casos
de 'enunciat segon. Concretament resol les inscripcions del quadrat a IV.6, del
pentagon a IV.10, de I’hexagon a IV.15 i del pentadecagon a IV.16. La inscripcié
del triangle no la fa, encara que es dedueix de manera immediata de 1.1 1 IV.2,
i la utilitza per construir el pentadecagon. Esta clar que a partir dels poligons
de nombre de costats n = 3,4, 5,6, 15, es poden construir, mitjangant biseccions,
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poligons de costats n = 2F .3, 28 .4, 28 .5 2F .15 Ara bé, poligons com els
de 7, 9, o 11 costats no mereixen cap atencié per part d’Euclides. Podem dir
que no els sabia construir. Pero hi havia un motiu, com es va poder demostrar
més de vint segles més tard. Aquests tres poligons, i una infinitat més d’altres,
no sén construibles amb regle i compas. De fet, a la llista dels poligons que
sabien construir els grecs, no se’'n va afegir cap fins 'any 1796. En aquell any
el jove Gauss va aconseguir la construccié de I’heptadecagon, amb uns metodes
forga allunyats dels utilitzats per Euclides. L’any 1801 en les seves Disquisitio-
nes Arithmeticae dona una condicié necessaria i suficient de constructibilitat de
poligons regulars 23

2.7.1 El pentagon regular. Teoremes IV.101i 1IV.11

Presentarem una analisi de la construccié del pentagon per part d’Euclides. Una
de les finalitats sera observar la diversitat de qiiestions referents al cercle que
genera i que han sigut tractades en el llibre III. També, podrem apreciar la seva
complexitat, provocada per no tenir a ma una teoria de la proporcid, i per la
restriccid a 1'is del regle i el compas.

e Teorema IV.11

Inscriure un pentagon equilater i equiangle en un cercle donat.

I A A A
i i B E B E
G H
C D C D C D

Per a la resolucio Euclides construeix:

— Un triangle isosceles FGH tal que FGH = GHF = 2-GFH. [Aquesta és
precisament la construccié que fa a IV.10.]

— Un triangle isosceles AC'D inscrit en el cercle donat d’angles iguals als del
triangle FGH. [Aixo0 es pot fer a partir de IV.2/]

~ Les bisectrius CF i DB de ACD i @, en que B 1 FE sén les seves
interseccions amb la circumferéncia donada.

— El pentagon cercat ABCDE.

La demostracié d’Euclides és, com sempre, sintetica. Pretenem fer-ne una analisi
que ens hi condueixi.

“5Vegeu [FAUSS| [1801], 643644 de I'edicié catalana de 1996.
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Analisi de la construccié del pentagon

Suposem, doncs, que hem construit el pentagon inscrit ABCDE.

—/P\%imergfise: Les diagonals EC' i BD del pentagon sén bisectrius dels angles
ACD i ADC.

Es cert perque, en ser els costats del pentagon
iguals, es compleixen, —per II1.28—, les igualtats A
segiients entre els arcs subtendits pels angles bisecats:

AB=BC =CD=AE =ED.

Llavors, el teorema III.27 assegura que els angles so-

bre la circumferéncia que subtendeixen arcs iguals sén C D
iguals.

— Segona fase: Reduccié del problema a la construccié del triangle AC'D.

Es pot fer aquesta reduccié perque un cop construit AC D, per determinar
els vertexs B 1 FE, només caldra tragar les bisectrius esmentades i tallar-les amb
la circumferencia.

— Tercera fase: Estudi dels angles del triangle AC'D.

Per comparar-los, podem utilitzar els arcs de circumferencia subtendits per
cada angle del triangle.

- m subtendeix 1’arc A/a’ :Afé +Bré.
— A/@ subtendeix 'arc A/l\) :A/E —i—E/l\).
— m subtendeix 1’arc C’fl\?.

En ser AB =BC =CD = AE :E/b, llavors —per I11.27— sén iguals els angles
que subtendeixen aquests arcs i, concretament

AC=AD=2.CD— ADC = ACD =2-CAD.

— Quarta fase: Reduccié de la construcci6 del triangle ACD.

Podem reduir el problema de la construccié del triangle ACD, al de construir
un triangle qualsevol FGH que tingui els mateixos angles que el AC' D, amb I'ajut
del teorema IV.2.

— Cinquena fase: Construcci6 del triangle FGH.

Es tracta de construir FGH tal que HGF = GHF = 2-GFH. Aixd és el
que fa Euclides a IV.10 i en farem ’analisi per aconseguir-ho.

Suposem el triangle FGH construit. Si tracem la bisectriu GK, —en que K
pertany al segment F"H—, de 'angle HGF tenim, amb la notacié de la figura:
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— Els angles « iguals.
- 2a = (.

— Els angles ( iguals.
- GH=GK =FK.

Llavors, si considerem la circumferéncia que passa
per G, K i F, resulta que

HGK = a=GFK = HG & tangent a la circumferéncia 2@

Ara, si apliquem el teorema II1.36, tenim
HK -HF = GH?> = GK* = FK*.

En resum, a partir d'un segment F'H conegut, hem determinat un punt K que
el parteix en extrema i mitjana raé. O sigui que el punt K és conegut. Per tant,
I’analisi de la construccid del triangle FGH i, consegiientment la del pentagon,
s’ha acabat. Podem determinar-ne el punt G' construint:

— La circumferéncia (F, FH).
— La circumferencia (H, FK).
— El punt G d’interseccié de (F, FH) i (H,FK).

Per completar la construccié del pentagon, caldra inscriure en la circumferencia
un triangle isosceles amb els mateixos angles que el FGH, i determinar els dos
vertexs que falten a partir de les bisectrius de FGH i FHG.

2.7.2 Construccié del pentagon regular a 1’ Almagest

Claudi Ptolemeu [11] va escriure la Sintaxi Matematica, obra en tretze llibres que
sintetitzava el conjunt de coneixements grecs sobre astronomia i trigonometria.
La seva influéncia es va estendre a tot el mén arab i a ’Europa medieval. Aquest
tractat és conegut sota el nom d’Almagest, <el més gran>, que li va proporcionar
la cultura arab, per diferenciar-lo dels altres tractats “menors” d’astronomia.
Aqui ens interessa presentar la construccié que fa del pentagon mgular,m des

46 A questa és la proposici6 inversa de I11.32, la qual es pot demostrar a partir del porisma de
II1.16 que diu:

La recta tragada per |'extrem del diametre d'un cercle formant angles rectes amb ell,
toca el [és tangent al] cercle.

Notem, també, que la construccié de la circumferéncia per G, K i F és feta per Euclides a
IV.5, pel metode de les mediatrius dels segments determinats pels tres punts.

4"La construccié de Ptolemeu ve motivada pel calcul de la corda d’una circumferéncia cor-
responent a 'angle de 72°. Vegeu [PTOLEMEU! [I1].
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del punt de vista dels resultats demostrats en els teoremes XIII.9 i XIII.10 dels
Elements.

e Teorema XIII.9

Si posem junts el costat de |I'hexagon i del decagon inscrits en el mateix
cercle, la recta resultant queda dividida en extrema i mitjana rad, i el
segment més gran és el costat de I'hexagon.

e Teorema XIII.10

Si un pentagon equilater és inscrit en un cercle, el quadrat sobre el
costat del pentagon és igual als quadrats sobre el costats de |'hexagon
i del decagon inscrits en el mateix cercle.

Es immediat demostrar que el costat de 'hexagon inscrit en un cercle és igual
al radi del cercle®® Llavors, si d, » 1 p sén els costats, respectivament, del
decagon, de ’hexagon i del pentagon, essent r el radi del cercle, es compleix:

X9 <= r*=(r+d)-d (2.15)
XIIL10 < p*>=7r%+d%

A partir d’aqui es pot produir la construccié de Ptolemeu. Efectivament, el
costat p del pentagon es pot considerar, per 1.48 i XIII.10, com la hipotenusa
d’un triangle rectangle de catets el radi r de la circumferéncia i el costat d del
decagon. En ser r conegut només cal determinar d. Aixo és el que fa XIII.9,
del qual es despren que d és el segment més petit que resulta de tallar r 4+ d
en extrema i mitjana rad. Llavors, a partir de la construccié de I1.11, és facil
construir r+d perque d coincideix amb el segment més gran que resulta de tallar
r en extrema i mitjana ra6® Ara, ja podem veure que els passos per obtenir el
costat del pentagon inscrit en un cercle (O, OA), consistiran a construir:

“BEuclides deixa establerta aquesta propietat en el teorema IV.15.
49Vegeu el tercer apartat de Pactivitat B3IZ1 També es pot comprovar en la igualtat (15

P=(+d -d=rd+d* = d* =r(r—d).
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— Un radi OB perpendicular al radi OA.

— El punt mitja M de OA. B

— El punt P d’intersecci6 del cercle (M, M B) amb
la prolongacié de OA pel costat de O. Llavors,
OP = d perquée d> = r(r —d), i BP = p, en
ser BP la hipotenusa del triangle rectangle de
catets BO=r i OP =d.

— El punt @ d’interseccié del cercle (B, BP) amb
el cercle donat.

Aixi, el segment BQ és un costat, en magnitud i posicié, d’un pentagon
inscrit en el cercle.

2.7.3 Un intent de construccié del pentagon regular amb un compas
d’obertura fixa

Albrecht Diirer dedica unes pagines dels seus Underweysung a la construccid
de poligons regulars®¥ Proporciona una construccié del pentagon, amb regle
i compas euclidians, igual que la de Ptolemeu. També s’interessa, com molts
d’altres matematics, en les construccions amb compas d’obertura fixaBl Presen-
tarem el seu intent de construccio del pentagon amb aquest compas, i proposarem
lavaluacié de error que comet a activitat 294l

Construccié de Diirer:

Vols construir un pentagon amb un compas d’'obertura constant, llavors
procedeix com segueix. Descriu dos cercles secants tals que un passa
pel centre de I'altre. Uneix els dos centres A i B per una linia recta.
Aquesta sera la longitud del costat del pentagon. Els punts d'interseccié
dels dos cercles, designa’ls el de dalt per C' i el de sota per D, i traca una
linia recta CD. Agafa llavors el compas d'obertura constant, posa una
de les seves puntes sobre el punt D i descriu des de I'altre un [tercer]
cercle que passi pels dos cercles i els seus centres A i B. Designa els seus
punts d'interseccié amb els dos [primers| cercles, per E i F. Anomena
G la seva interseccié amb la vertical CD. Traca tot seguit una linia recta
EG i prolonga-la fins que talli el cercle en un punt que s'anomenara H.
Traca una recta F'G, la qual, prolongada fins el cercle, el tallara en un
punt designat per I. Unim I i A, H i B per rectes, i hauras obtingut
tres costats del pentagon. Fes que es tallin dos costats d'igual longitud
que surtin de T i de H, i tindras un pentagon, com el que he representat

"0Vegeu [DURER] [1525], 204-210 de la traduccié francesa de [PEIFFER] de 1995.
51Recordeu Abu’l Wefa, el qual vam citar a la seccié [[6.2)
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aqui sota.

2.7.4 El pentadecagon regular

En el teorema IV.16, ultim del llibre IV, Euclides construeix el pentadecagon
regular inscrit en un cercle donat. La construccié que fa, pot apareixer fent una

analisi com la segiient:

Considerem el problema, resolt, la qual cosa implica A

que tenim la circumferencia dividida en 15 arcs iguals.

El fet que 15 sigui divisible per 3 i per 5, fa pensar en B E
agrupar aquesta arcs en 3 grups de 51 en 5 grups de 3.

Aixi podem implicar les figures conegudes del triangle 2 0

equilater i el pentagon regulars inscrits. C £

Efectivament, en agrupar en 3 grups de 5 arcs queda determinat el costat
AP del triangle, i en agrupar en 5 grups de 3 arcs queda determinat el costat
AB del pentagon. O sigui que queda determinat I’arc diferencia

El problema ha quedat reduit al de bisecar ’arc BP=AP —A/Z?, el qual sabem
resoldre tracant la mediatriu del segment BP.

L’analisi s’ha acabat, i aquest és el cami que utilitza Euclides per a la cons-
truccié. Notem que podriem prescindir de 1I'altim pas, si consideréssim directa-
ment ’arc

PAC —AB +BAC _AP.

Llavors, la corda PC' és el costat del pentadecagon cercat. La construccié resul-
tant consistiria en tragar:
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— El costat AP del triangle equilater APQ inscrit en el cercle. (Una manera
de fer-ho és a partir de I’hexagon regular, el qual té el costat coincident
amb el radi del cercle.)

— El costats AB i BC del pentagon regular ABCDFE inscrit en el cercle,
amb el vertex A coincident amb el un vertex del triangle.

— El segment PC, el qual sera el costat del pentadecagon.

Finalment, notem que en el llenguatge de I’algebra s’ha intentat resoldre I’equacio

2 2 2
%zx-%—i—y%, ésadir bx+3y=1
i s’ha trobat la solucié a = —1, b = 2.

Aix0 suggereix una manera de trobar poligons construibles, amb regle i
compas, a partir d’altres poligons construibles. Efectivament, si tenim construits
dos poligons, un de p costats i 'altre de ¢ costats, la construccié del poligon de
p - q costats es podra obtenir de la recerca de solucions enteres de ’equacié

pr+qy=1.

Sabem, i estudiarem més endavant, que aquesta equacié té solucions enteres si i
només si p i ¢ sén primers entre si. En resum

Si els poligons regulars de p i g costats sén construibles, i el M.C.D.(p, q) =
1, llavors el poligon regular de p - g costats també és construible.

Aquest resultat lliga amb les construccions conegudes dels grecs. Sabien construir
tots els poligons de 2" costats, —amb n >2— 12" -3 ,2"-5 i 2" .15 costats
per an > 0.

Activitats 2.9

1. Feu una analisi que permeti resoldre la construccié del teorema IV.2. B
e Teorema IV.2

Inscriure en un cercle donat un triangle d'angles iguals
als d'un triangle donat.

2. La inscripcié d’un cercle en un triangle donat és resolta per FEuclides en el
teorema 1V.4. Feu una analisi que us permeti dur a terme la construccio.

3. Feu una visualitzacié pas a pas, amb el CABRI, de la construccié de Ptole-
meu.

4. Considereu la construccié de Diirer, del pentagon, amb el compas d’obertura
fixa.
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i) Cerqueu, utilitzant la trigonometria, si aquest pentagon és regular.

ii) Feu una visualitzacié pas a pas d’aquest construccié amb el CABRI

E, 5. Donat un quadrat, construiu amb regle i compas ['octagon regular que es
pot obtenir retallant quatre triangles rectangles isosceles iguals, dels cantons del
quadrat.

a



Capitol 3
L’analisi geometrica grega

L’observacié dels mecanismes que condueixen a la comprensié de les idees ma-
tematiques, ens involucra en l’estudi dels problemes que les originen i en el
terreny de 1’heuristica, la qual és definida per PolyaﬂJ com la disciplina que es-
tudia les operacions mentals tipicament tutils en els processos de resolucié de
problemes. Estem d’acord amb I’émfasi que fa aquest autor de la relacié de
I’analisi geomeétrica grega amb aquesta disciplina Aquesta relacié és la que ens
ha empes a dedicar un capitol d’aquest treball al seu estudi. D’aquesta manera
podrem percebre el paper que pot jugar com a eina de resolucié de problemes,
i ser-nos d’utilitat de cara a comprendre la genesi de les idees tractades en els
diferents capitols d’aquest treball. De cara a una valoracié de la potencialitat
d’aquesta disciplina, farem s i referencia de resultats de la geometria, els quals
o bé ja han sigut tractats, o bé ho seran en capitols posteriors. Aix0, que pot
semblar un inconvenient per la introduccié d’un cert grau de complexitat en el
desenvolupament del capitol , té la gran avantatge d’apropar-nos d’una manera
estimulant a l’estil grec en el terreny de la resolucié de problemes geometrics.

3.1 Els precursors. El metode de reduccio i el raonament per
hipotesi

Quasi bé totes les obres dels geometres grecs que s’han conservat fan una presen-
tacié sintetica dels seus teoremes i construccions. Parteixen d’axiomes i procedei-
xen, fent deduccions logiques a partir dels axiomes i d’altres resultats obtinguts,
a la construccié dels resultats que basteixen ’edifici de la geometria. La qiliestié
de com es descobreixen aquests resultats queda amagada i, inicament, en el llibre

Wegeu [POLYAl [1945] edicié de 1994, 102.
2E] paper principal de P’analisi en la resolucié de problemes en el periode grec és tractat a
fons en l'estudi de [KNORRI! [1986].

127



128 3. L’analisi geometrica grega

VII de la Col-leccid Matematica de Pappos [1v[2 trobem informacié del métode
de l'analisi que, segons aquest autor, era utilitzat en la recerca de teoremes i en
la resolucié de construccions geometriques.

Introduirem l’estudi donant una ullada a alguns tractaments, els quals es
consideren precursors del metode, i seguirem amb la presentacié de la concepcid
de Pappos en el llibre VII de la seva Col-leccio.

Una de les estrategies que s’adopten en la resolucié de problemes és la de
reduir la qiiestié plantejada a una altra de la qual o bé coneixem la resolu-
cid, o bé podem sotmetre a un tractament amb el qual estem més familiarit-
zats. Segons Procle [v], comentador del primer llibre dels Elements d’Euclides®
Hipocrates [v aC]| fou el primer gedmetra que va aplicar el metode de reduccié
(apagoge) a la investigacié “d’enigmatics diagrames”, és a dir, en paraules de
Knorr P a complexos problemes de construccié. Efectivament, si seguim el relat
que fa Eutoci [vI] en els comentaris a 'obra d’Arquimedes® trobem la carta
que Eratostenes [111 aC| dirigi a Ptolemeu. En ella explica que Hipocrates de
Quios va “reduir” el problema de la duplicacié del cub al d’inserir dues mitjanes
proporcionals entre dos segments donats.

Una analisi d’aquesta qiliestio permet conjecturar com podrien haver anat
les coses. Tenint en compte que els cubs sén figures semblants, se sabia que la
relacio entre els seus volums és igual al cub de la relacié entre els seus costats.
El cub de volum doble no sembla facil d’aconseguir, pero el de volum octuple si.
Només cal duplicar la longitud de ’aresta inicial. Llavors, si designem l’aresta
inicial amb la lletra a, tenim dos cubs d’arestes i volums respectius @

a,2a i a3, 8a3.

Per aconseguir el cub de volum 2a?, interpolem geometricament dos cubs de
manera que s’obtenen cubs de volums i costats respectius,

a3,2a3,4a3,8a3 i a,r,y,2a,

en que z i y sén desconeguts.

3Vegeu [EECKE [1933], edici6é de 1982.

*Vegeu [MorRROW] [1970], 167.

*Vegeu [KNORRI [1986], edici6 1993, 23.

%Vegeu [EECKE [1960], 609-615.

"Amb la finalitat d’abreujar I'exposicié, utilitzem les notacions a-b i a? per indicar arees,
a-b-c i a® per indicar volums, i a + b, a — b per indicar que afegim o sostraiem, un segment,
una area o un volum a un altre segment, area o volum respectivament.
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3 8q°

a €T Yy 2a

Per la relacié entre els costats a, x, y, 2a d’aquests cubs i els seus volums corres-
ponents, obtenim

3

1:(2>3: <fc> _ (g)?’jﬁ:z:g,

2 T Y 2a r Yy 2a
Tot i que, a continuacié, Eratostenes sembla restar merit a Hipocrates en aquesta
troballa en afirmar que 'inic que aconsegueix és convertir un trencaclosques en
un altre, el cert és que aquest 1ltim obra la porta a 1'is de la tecnica de ’aplicacio
d’arees ben coneguda pels grecs del seu temps. Efectivament, el problema ha
quedat reduit al de la recerca de dos segments x, y tals que el quadrat sobre x
sigui igual al rectangle a - y, i el quadrat sobre y sigui igual al rectangle x - 2a;
o bé, alternativament a una de les dues condicions anteriors, que el rectangle
x -y sigui igual al rectangle 2a - a. En llenguatge algebraic actual es tracta de la

resolucio de:

2= a-y ) 2 =a-y

o bé
y2:2a-x m-y:2a2.

Tornarem més endavant sobre aquest problema, perque ara el que ens interessava
era enfocar ’atencié sobre el significat de “reduir” una qiliestié a una altra. El
tractament que farem en el capitol [0l anira dirigit a comprendre el cami seguit
per arribar a la conclusié que el problema es pot reduir a la construccié de les
interseccions de dues paraboles o d’una parabola i una hiperbola.

Y Y

y’=2ax

Alguns historiadors suggereixen que el mateix Hipocrates hagués pogut introduir
els metodes indirectes de demostracid, concretament una derivacié particular
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del metode de reduccié, la reduccié a Uabsurd® Citen un teorema que, segons
I'historiador Eudem [1v aC], hauria fet servir per quadrar llunes i per a un intent
de quadrar el cercle, el qual diu:

Segments semblants de cercles guarden la mateixa relacio que els
quadrats construits sobre les seves bases.

La conjectura que es fa sobre la manera d’establir aquest resultat, és que, si Eu-
dem té rad en afirmar que Hipocrates en tenia una demostracio, aquesta hagués
pogut ser del tipus “aquesta relacié és la mateixa que la dels dos quadrats o no
ho és; si no ho és arribo a una contradiccié i per tant ho ha de ser”. El motiu
de la creenca a favor d’aquesta afirmacid, és que si realment hagués tingut una
demostracié, aquesta no s’hagués pogut basar en arguments que impliquessin la
presencia d’un infinit en acte (en aquest cas la inscripcié d’un poligon amb un
nombre infinit de costats), perque els grecs, i més concretament els pitagorics,
no Padmetien® Llavors, I’argumentacié hagués tingut que anar per la via indi-
recta; tanmateix no és gens clar que s’hagués arribat a nivells tan rigorosos en
els metodes de demostracié.

Activitats 3.1

1. Considerem el problema de la duplicacio del quadrat: Donat un quadrat
construir-ne un altra de superficie doble.

i) Reduiu-lo a un problema de construccié de mitjanes proporcionals. Inspireu-
vos en la reduccié feta en el problema de la duplicacié del cub.

ii) Consulteu el dialeg Mené de Plato, 82B-85B, i esbrineu com resol aquest
problema. Utilitzeu la construccio que proporciona per fabricar una visualitzacié
i una macro amb el CABRI, la qual donat un quadrat ABCD i una semirecta
M, proporcioni un altre quadrat de superficie doble, amb un vértex situat en
el punt M i un costat sobre la semirecta Mr.

iii) Estudieu la construccié que proporciona Euclides en la proposicié I11.14

8Vegeu [BOYER] [1968], pag. 99 de la edicié espanyola de 1986.

9Per a una primera aproximacié al problema consulteu la proposicié XI1.2 d{EUCLIDES
[300 aC], per exemple a [HEATH| [1908] reedicié del 1956, en qué demostra que <els cercles
sén entre ells com els quadrats dels seus diametres>. Veureu les dificultats que comporta en la
demostracié el prescindir del pas al limit. Primerament, per tractar les raons entre magnituds i
resoldre el problema de la incommensurabilitat, Euclides ha tingut que crear en el llibre V una
teoria de la proporcié basada en un principi d’existéncia de raons i una definicié de igualtat
entre elles. Aquestes sén utilitzades, més endavant en el llibre VI, per tractar la semblanca de
figures, i per demostrar la proposicié XII.1 com a lema previ. En segon lloc, ha d’utilitzar un
metode de demostracid, anomenat d’exhaustid, que li permet, mitjancant una doble reduccié a
I’absurd, establir ’equivaléncia entre figures i entre raons d’aquestes. Vegeu ’exposicié de [REY
PASTOR-BABINI| [1984], vol. 1, 64-66.
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dels seus Elements, i utilitzeu-la per crear una visualitzacié i una macro amb el
CABRI per duplicar el quadrat que tingui els mateixos objectes inicials i finals
que la de I’apartat anterior.

2. Feu successives reduccions del problema de construir un octagon regular a
partir d’un costat, que us permetin idear una construccié d’aquest poligon amb
regle i compas. Creeu una macro del CABRI que, donat un segment, construeixi
un octagon regular que el tingui per costat.

3. Es vol tancar, amb tanca metal-lica, un terreny
rectangular de 8 Dam? de superficie, i de costats no
determinats. Un dels costats limita amb un riu, de
manera que el terreny es tancara per tots els costats
amb excepcio d’aquest. Quina longitud tindra la tanca
si es pretén que sigui minima?

8 Dam?

i) Reduiu-lo primerament a un problema algebraic, i després a un problema
geometric de tangéncies entre una recta i una hipérbola, (no utilitzeu el calcul
diferencial):

ii) Reduiu el problema de tangéncies a un d’algebraic i resoleu-lo.

iii) Generalitzeu 'estudi anterior a la resolucié del problema segtient:

Siguin a, b, K nombres positius. De tots els nombres x, y positius tals que el
seu producte és K, trobeu aquells tals que I’'expressio ax + by té un valor minim.
Definiu una funcié amb el DERIVE tal que introduint valors a les variables
a, b, K proporcioni els valors de la solucié x, y, i les funcions afi i de propor-
cionalitat inversa que els originen. Utilitzeu el resultat per fer una visualitzacié
grafica del punt solucid, la recta i la hipérbola que I’originen.

Feu una representacié grafica del problema amb el CABRI

4. Siguina,b € Ri K > 0. Repetiu un estudi semblant al de I’activitat anterior
per cercar dos nombres x,y > 0 tals que la suma dels seus quadrats sigui K, i
ax + by sigui maxima.

5. Reduiu a un problema sobre geometria del cercle la qiiestié segiient:

El moviment d’un mobil ve determinat per les equacions v(t) = \/pt — t2
i s(0) =0, en queé v(t) i s(t) sén respectivament la seva velocitat i la
seva posicié en I'instant t. Calculeu s(p).

a

També trobem entre els escrits dels antics grecs una altra manera d’examinar
les qliestions. L’anomenem “raonament per hipotesi”, i el que fa és cercar una

@l W
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hipotesi que sigui util per a I'establiment o el rebuig d’un enunciat. Aix0 és el
que trobem en el dialeg platonic del Mend 86E-87C:

Et demano, al menys, que la teva omnimoda autoritat em concedeixi
d’'examinar per hipotesi si la virtut es pot ensenyar o no. | prenc aquestes
paraules “per hipotesi” en el sentit dels gedmetres quan se'ls pregunta,
per exemple, sobre una area, si aquesta pot ser inscrita com un triangle
en un cercle donat. La resposta del gedmetra podria ser: Encara no sé si
aquesta és una superficie d'aquesta classe, perd penso que puc suggerir
una hipotesi la qual sera d'utilitat per al nostre proposit; em refereixo
al que segueix. Si l'drea donada és tal que quan s’aplica a la linia
donada sobre el cercle, és deficient per la d’una figura tal com la de
la figura que €s aplicada, |lavors se seguira un resultat, mentre que el
resultat sera un altre si aix0 és impossible. Aixi doncs per hipotesi, puc
dir-te el que passara respecte la inscripcié de la figura en el cercle, si el
problema és possible o no.

Desenredar el discurs de Platé no ha sigut simple per als historiadors, pero
sembla existir acord en que les parts del passatge més fosc, —el que hem escrit

en cursiva—, es poden interpretar aix{1Y

— Quan diu que I’area donada s’aplica a la linia, s’entén que s’aplica o cons-
trueix un rectangle sobre la linia.

— La linia donada sobre el cercle es refereix al seu diametre.

— Que l'area aplicada és deficient significa que el costat del rectangle que
s’aplica no cobreix tot el diametre.

— Entenem per una figura “tal com” la que és aplicada, una figura “semblant
a” Daplicada. Es podria pensar que aquest “tal com” signifiqués igualtat,
pero aixo implicaria una restriccié molt forta i només proporcionaria una
condicié suficient per a la construccié i de cap manera necessaria.

Ara podem fer una analisi per tal d’esbrinar la veritat de la condici6. No es
perd generalitat si considerem isosceles el triangle d’area S donada que volem
inscriure I,

10Consulteu [HEATH! [1921], edicié de 1981, vol. I, 298-303, [KNORRI [1986], edicié de 1993,
71-74.
NVegeu activitat B2
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El triangle isosceles APQ que es vol
construir té la mateixa area que el rec- R /\
tangle AM PR i, a més, en ser PM? = S T
AM - M B —per estar P sobre la cir-
cumferencia—, tenim que els rectangles Ul B
AMPR i PM BT sén semblants. Re-
fent el cami enrere es comprova que la
condicié del Mend és necessaria i sufi- Q
cient. Resumint:

Si es pot aplicar un rectangle AM PR, d’area S, sobre el diametre
AB de manera que la seva deficiéncia [el rectangle PM BT sigui un
rectangle semblant a AM PR, llavors P esta sobre el cercle i consi-
derant el seu simétric ) respecte el diametre AB, podrem construir
el triangle isosceles APQ d’area S.

De fet, el raonament per hipotesi consisteix a reduir el problema a un altre i
afirmar que el problema té solucié si la hipotesi proporcionada per la reduccid
és certa. En aquest problema concret del Mend es podria fer una recerca d’una
hipotesi més elemental en el sentit de no utilitzar el concepte d’aplicacié d’arees.
Es pot comprovar que la inscripcié és possible quan 1’area és menor o igual que la
del triangle equilater inscrit en la circumferencia I El defecte d’aquesta condicio
és que no proporciona un cami per a la construccié efectiva del triangle; en canvi,
la hipotesi del Mend obra una via de construccié, a més, també, de proporcionar
la condicié esmentada del triangle equilater.

Efectivament, utilitzem el llenguatge
actual de ’algebra per simplificar les ex-
pressions. Sigui a® I’
criure, i d el diametre de la circumferencia.
Hem de construir un rectangle x -y tal que

area que volem ins- 9
ry=a

2—g¢.-(d-=z
y'=z-(d—2) (3.1) i

Ty =a’.

Aquest problema, actualment, esta total-
ment compres, i es pot interpretar que la
solucié ve donada per la interseccié d’una
hiperbola equilatera i una circumferencia.

En el temps de Plato la qliestié de trobar els segments x, y amb les condici-
ons (BJ]) era un repte total. Es creu que va ser Menecm (ca. 370 aC), pocs anys
després de la redaccié del Mend, un dels primers a idear el metode de represen-
tar les condicions del tipus zy = a® pel métode de construccié punt a punt, i

12Vegeu Dactivitat
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que aixi va introduir les corbes coniques. Aquestes haurien sigut relacionades
amb les seccions del con posteriorment per ell mateix o algun altre gedmetra I3
D’aquesta manera, s’hagués pogut construir la solucié reduint el problema al de
la interseccié d’una circumferencia i una corba tracada punt a punt. Aquesta
construccié hagués sigut possible gracies a la concatenacié de dues reduccions, la
de Platé i la de Menecm. Fem notar que aquesta construccié no es podia fer amb
el tracat d’un nombre finit de linies usant exclusivament el regle i el compas.

Per a nosaltres la reduccié del problema podria anar més enlla gracies als
nostres coneixements algebraics. Caldria resoldre el sistema (B.1]), la qual co-
sa ens permet afirmar que, —sense especificar-ne les eines—, la construccid és

possible si

o
—2:da:—x2, és a dir et —dad +a* =0,
T

té soluci¢ ™

Activitats 3.2

1. Demostreu que el triangle d’area maxima que es pot inscriure en un cercle
és el triangle equilater, utilitzant resultats de geometria elemental del cercle i
del triangle.

2. Justifiqueu, utilitzant intuitivament el concepte de continuitat, que si un
triangle de superficie S es pot inscriure en un cercle, existeix un triangle isosceles
d’igual superficie que també s’hi pot inscriure.

3. Examineu graficament amb el DERIVE el polinomi z* — da? + a* per a
d =2 id =3, idiferents valors de a per a cadascun d’aquests dos valors de la d.
Examineu, també, els grafics de y> = x - (d —x) i xy = a® conjuntament.

i) Conjectureu a partir d’aquest examen quina és I’altura x i I'area a® del trian-
gle isosceles d’area maxima que es pot inscriure en la circumferéncia de diametre
d i centre (0,d/2). Comproveu si es correspon amb la del triangle equilater ins-
crit en la circumferéncia. Finalment, comproveu si la vostra conjectura és bona
utilitzant el calcul diferencial.

ii) Feu una representacié grafica amb el DERIVE en qué es visualitzi la solucié
del cas d = 4, a = 2, mitjancant el tracat de la circumferéncia, la hiperbola i el
triangle solucid.

13Vegeu [KNORRI [1986] edicié de 1993, 61-66, i la seccié
1Vegeu lactivitat
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4. Considereu que el triangle isosceles
d’area S que es vol inscriure en el cercle
de radi r, té els costats iguals de longitud
x 1 angle desigual d’amplitud . Com-
proveu, utilitzant la trigonometria, i sense
recorrer a l'equacié de la circumferéncia,
que la solucié del problema es pot obtenir
de 'equacio:

2% — 4?25 +168%r* = 0.

Examineu el polinomi de I'esquerra de ’equacié anterior i deduiu-ne, mitjancant
el calcul diferencial, que el triangle inscriptible d’area maxima és I'equilater i que
el problema té solucié sempre que

/2712

<
= 4

5. Feu una representacié dinamica , amb el CABRI, de tots els triangles inscrits
en una circumferéncia que tenen la mateixa area que un triangle isosceles donat,
inscrit en la circumferencia.

6. Utilitzeu el CABRI per fer una representacié dinamica del problema de la
inscripcié del triangle isosceles, d’area donada a?, en una circumferéncia, a partir
de la interseccié d’aquesta amb la la representacio del lloc geométric dels punts
(z,y) tals que zy = a®.

a

3.2 La concepcié de P’analisi en Pappos

Pappos, 'exponent matematic més gran de 1'altima época de I’Escola d’Alexan-
dria™@ visqué a finals del segle 111 i principis del 1v. La Col-leccié Matematica
és composta de vuit llibres, dels quals s’han perdut el primer i part del segon.
La seva importancia, a part de la presentacié de 'analisi, rau en la informacio

15Es fixa la desaparicié de I'Escola amb la mort de la matematica Hipatia ’any 415, filla del
també matematic Teé d’Alexandria. A[KATZ [1993], 157, trobem la seglient descripcié d’aquest
tragic final extreta de Gibbon, The Decline and Fall of the Roman Empire, 1952, cap. 47:

Alexandria, marg, 415 dC: “Entre els cristians va cérrer la veu que Hipatia, la filla de Ted, era I'tinic
obstacle per a la reconciliacié del prefecte [Orestes] i I'arquebisbe [Ciril]. Un dia fatidic, en I'estacié
sagrada de la Quaresma, Hypatia va ser arrabassada del seu carruatge, despullada, arrossegada a
I'església, i salvatgement assassinada a mans de Pere el lector i una multitud de fanatics salvatges
i despietats. .. L'assassinat d'Hipatia va imprimir una taca inesborrable en el caracter i la religié de
Ciril d'Alexandria.”
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Unica que proporciona de moltes parts de la Historia de la Matematica grega,
i en que ofereix noves demostracions, extensions i aplicacions a nous problemes
dels teoremes llegats pels antics matematics grecs, aixi com un gran nombre de
noves proposicions.

En el llibre VII de la Col-leccid, anomenat també el “Tresor de 1I’Analisi”,
presenta la seva concepcié del metode de l'analisi, i constitueix 1'inica font de
documentacié sobre algunes obres perdudes dels antics grecs que pertanyen al
seu camp d’aplicacié. Aquestes obres sén segons Pappos: les Mitjanes, obra
perduda d’Eratostenes; les Dades d’Euclides; la Seccié de la Rao obra perduda
d’Apol-loni de la qual existeix una traduccié d’una versié arab incompleta; les
obres d’Apol-loni també perdudes, la Seccio d ’Area, la Seccio Determinada, les
Inclinacions, les Tangeéncies i els Llocs Plans; les Coniques d’Apol-loni, de les
quals ens falta el llibre vuite; els Porismes i els Llocs Superficials, obres perdudes
d’Euclides; i finalment, els Llocs Solids, obra perduda d’Aristeu el Vell.

En la introduccié, Pappos explica al seu fill Hermodore la seva concepcid
de Panalisi i la sintesi grega™ La interpretacié estandard de la descripcié de
Pappos és que 'analisi consisteix a suposar assolit el que es vol demostrar o
construir, i treure’n conseqiiencies fins arribar a un principi acceptat o a un
resultat establert anteriorment; o bé fins arribar a un resultat fals, la qual cosa
implicaria que la proposicié a demostrar és falsa o la construccié impossible.
Llavors la sintesi consistiria a refer, a partir d’aquest punt, el cami recorregut
per Panalisi, en ordre invers, fins a establir el teorema o construccié proposada @
Aquesta interpretacio tan lineal no és compartida per tots els estudiosos. Aquesta
situacié es veu afavorida pels pocs exemples d’aplicacié del metode que ens han
arribat, els quals, a més, de vegades presenten algunes llacunes que ens fan dubtar
que il-lustrin d’'una manera precisa la definicié de Pappos. Una mostra del que
diem es pot trobar a la proposicié 107 del llibre VII de la Col-: leccid™® quan, en
comencar ’analisi, es considera una recta tangent BZ al cercle donat, sense que
de la suposicié de tenir el problema resolt s’en “dedueixi com a conseqiiencia”
la consideracié del punt Z I3 per tot aixo, el camp d’interpretacié del metode
roman obert als investigadors 2 No és estrany, doncs, linterés que va despertar
a Europa, a partir del segle Xv, 'estudi del seu significat i la reconstruccié de
les obres perdudes dels grecs. Trobem, per exemple, Frangois Viete [1540-1603]
que intenta identificar I’analisi grega amb ’algebra, i més tard René Descartes

16Vegeu la seccié

"Notem que analisi ve del grec andlysis —avdAvois—, paraula composta de and, amunt,
enrere, de nou, contra, —ens déna una idea de desfer un cami fet en les seves parts—, i lyjsis,
dissolucié. O sigui que seria la dissolucié d’un conjunt en les seves parts.

8Vegeu la seccié

19A la seccié aprofundirem l’estudi d’aquesta situacié concreta.

20Podeu trobar diverses interpretacions i una aportacié al tema, a [BEHBOUD] [1994].
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[1596-1650] explica molt bé aquest interés a la Regla IV de DESCARTES] [1628] 21

L’exposicié de Pappos —de la seva concepcié de I'analisi— acaba remetent-
nos a l’existencia de dos tipus d’analisi, la teorética i la problematica. La finalitat
de la primera seria la d’establir la veritat d’una proposicid, i la de la segona seria
la de produir una construccié que se’ns demana.

3.3 Un exemple d’analisi “problematica”. La construccio del
pentagon regular

Tot i que en el VII llibre de la Col-leccio Matematica
trobem alguns exemples d’analisi problematica, en fa-
rem una il-lustracié amb una construccié més familiar
i en la qual els primers pitagorics tenien molt d’interes,

la del pentagon regular. Sembla ser que l'estrella de

cinc puntes, formada per les seves diagonals, era I’em-

blema que els identificava® i és del tot segur que es

van interessar en la seva construccié. Es poden fer

analisis diverses d’aquesta construccié. Una que s’a-

tribueix als primers pitagorics, és la que porta a descobrir la relacié entre els
segments determinats per la interseccié de dues diagonals i la diagonal. A partir
d’ella es pot aconseguir una construccié amb regle i compas. L’analisi que fa-
rem aqui esta inspirat en el treball d’Hipocrates de Quios, del qual ja hem parlat
com a introductor del metode de reduccié. No sabem si va pertanyer a 1’esco-
la pitagorica pero va adoptar els seus conceptes i va escriure uns FElements de
Geometria que no s’han conservatZ¥ En tenim un fragment que Simplici [VI]
va copiar d'una Historia de la Matematica d’Eudem també perduda. Aquest
fragment tracta de la quadratura de les llunes. Per primera vegada apareix una
construccié feta mitjancant la tecnica de la neusis?® en una de les quadratures,
de la qual es pot obtenir un pentagon regular. Si consultem Pappos enten-
drem aquesta tecnica i la utilitzarem per elaborar una analisi de la construccio
del pentagon regular sota la guia del treball d’Hipocrates. En la introduccié
del llibre VII de la Col-leccid, quan presenta els dos llibres de les Inclinacions
d’Apol-loni, parla de la neusis en els segiients termes:

yegeu la seccié B3]

#2Vegeu [GuzMAN] [1986], 16.

Z3Vegeu Dlactivitat

2Vegeu [BOYERI [1968], edicié espanyola 1986, 98.

#Vegeu [HEATH [1921], vol. 1, 191-200.

26En grec vevots: inclinacid, tendencia.

2TKNORR [1986], 48, cita l'existéncia de defensors de la creacié d’aquest metode pels primers
pitagorics.
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Es diu que una recta “s’inclina cap a"2 un punt, quan prolongada arriba
sobre aquest punt. Aixi doncs, com el problema general s’enuncia: do-
nades dues linies en posicid, posar en el seu interval una recta d’'extensié
donada que s'inclini cap a un punt donat, i com pel que fa a aquesta
recta, ...

Si observem l’expressié remarcada podem entendre el significat de la practica
de la neusis. Es tracta de situar un segment donat amb els seus extrems sobre
dues linies donades, de manera que la recta que li fa de suport passi per un punt
donat.

La seva aplicacié material comporta —donades dues linies [y, l3, un segment AB
i un punt P— practicar dues marques M1, M en un regle, tals que My Ms = AB,
i fer coincidir respectivament cadascuna d’elles sobre [y i l9, fent lliscar el regle
pel punt P.

Una primera aproximacié al problema de la construccié d’un pentagon regular
ABCDE ens permet veure que es pot reduir al de la construccié d’un triangle
ABC tal que AB = BC i ABC =3-BAC2

Fixarem el nostre objectiu en l'analisi i la sintesi de la construccié del tri-
angle ABC. Per assolir-ho utilitzarem les proposicions segiients dels Elements
d’Euclides:

[.5: En un triangle, s’oposen angles iguals a costats iguals.
1.6: En un triangle s’oposen costats iguals a angles iguals.

1.32: L’angle exterior a un triangle és igual a la suma dels dos angles interns
oposats.

28En grec veveww: inclinar-se cap a.
29Vegeu activitat B3I
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Analisi:
(1) Suposem ABC construit en les condicions donades.

(2) Tracem la medlatrlu t del segment AB i considerem el punt K =¢ N AC.
Obtenim K BA = BAC per 1.550

(3) Llavors per (1), (2) i 1.32 tenim:

CBK = ABC —KBA = ABC — BAC = 3-BAC — BAC =
2. BAC
CKB = KBA+BAC =2-BAC.

(4) O sigui que, CBK = CKB.

(5) Finalment per 1.6, AB = BC = CK.

Sintesi: Construim la circumferencia C de centre B i radi BA, la mediatriu ¢ de
AB, i practiquem la neusis amb el segment M;Ms de longitud AB que s’inclina
cap a A entre t i C. En resulten el punt K sobre la mediatriu i el punt C' sobre
la circumferencia. El punt C és el tercer vertex del triangle que es vol construir.

Efectivament, per la construcci6 feta tenim CK = BC = AB la qual cosa,
per L5, implica CBK CKB. Com Com que, per 1.5, KBA = BAC llavors per
1.32, CKB=2- BAC' i per tant CBK =2-BAC. Finalment,

CBA=CBEK + KBA=2-BAC + BAC =3 BAC.

La marxa de 'analisi i de la sintesi queda esquematitzada en els diagrames
segients:

3083 considerem 1’analisi des de la perspectiva del pentagon regular, potser hagués sigut més
natural tracar I’angle AP¥E construit sobre BA amb el vertex a B, el costat del qual coincideix
amb la diagonal BE.



B
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1.5 — (2) 1.6

Direccié de

I’analisi y

Direccié de

la sintesi y

1.32

Activitats 3.3

1. Construccié del pentagon regular a partir del costat, via neusis.

i) Demostreu que es pot reduir al de construir un triangle ABC' tal que AB =
BC i ABC =3-BAC.

ii) Construiu amb el CABRI el pentagon, amb la neusis indicada.

2. Considereu un pentagon regular com el de la figura adjunta:

i) Demostreu, utilitzant semblances, que si K
és el punt d’interseccié de la diagonal AC amb
C

una altra diagonal, llavors

AK KC
Kic - E . (3.2)

ii) En la proposicié I1.11 dels Elements d’Euclides, trobem demostrada en for-
ma sintéticaBl la divisié d’un segment AC per un punt K tal que es compleix

1 -
31Vegeu la seccié BA3
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la relacié de proporcionalitat (Eﬂ) Feu una construccié del pentagon regular,
conegut un costat, utilitzant el regle sense marques i el compas, i fent servir la
construccié d’aquesta proposicio.

Indicacié: Es pot comengar fent la construccié d’un pentagon regular qualsevol,
i després construir el pentagon demanat, utilitzant la semblanca.

iii) Observeu el grafic que il-lustra la proposi- F @

ci6 II.11, i deduiu del resultat de la proposicio

que FC - FA = AC?. Utilitzeu aquest fet per A H B
simplificar la construccié de I'apartat anterior, I

elaborar una macro amb el CABRI que a partir E

d’un segment com a objecte inicial retorni un

pentagon regular que el tingui per costat. C K |p

3. Siguin dues semirectes r, s de mateix
origen O i un punt P interior a Iangle que
determinen. Construiu un segment que tin-
gui P de punt mitja, i amb un extrem a ca-
dascuna de les semirectes. Partireu de dues
analisis diferents i fabricareu una macro de
cada construccié amb el CABRI:

i) La primera considerara, un cop suposada feta la construccid, la recta pa-
ral-lela a r que passa pel punt P.

ii) La segona considerara la circumferéncia de centre P i radi PO.

3.4 Un exemple d’analisi “teoretica”. La propietat dels punts
de la recta polar d’un punt respecte d’una circumferencia.

Farem I’analisi d’una proposicié important per les seves implicacions en el desen-
volupament de la geometria projectiva que s’inicia amb el Brouillon project de
DESARGUES| [1639]. Es tracta de la proposicié VII.154 de la Col-leccic Ma-
tematica la qual estableix la propietat dels punts de la recta polar d’un punt
respecte d’'una circumferéncia3¥ Podem enunciar la proposicié aixf:

32FEuclides anomena, en la proposicié VI.30 del Elements, <divisié en extrema i mitjana raé,
aquesta divisi6. Més tard, Luca Paccioli, li va de dedicar el tractat Divina Proportione (ve-
geu [PACIOLI [1509]), i la va anomenar <divina proporcié>. Posteriorment se li dona el nom
de <seccié auria> del segment. En el capitol [Il en qué tractavem l’algebra geomeétrica dels
Elements, proposavem una analisi d’aquesta proposicié que mirava d’aclarir el punt més fosc
de la demostracié d’Euclides, la consideracié, —com a punt de partida de la construccié—, del
punt mitja del costat del quadrat construit sobre el segment sencer.

33La proposicié II1.37 de les Coniques d’Apol-loni estableix la versié per a seccions coniques.
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Siguin una circumferencia C, un punt exterior P, els punts de tangencia
S 1T de la circumferencia i les seves rectes tangents des de P, i una
recta r per P que és secant a la circumferencia. Demostrarem que si

M =rn ST, llavors
MA PA

Assolirem ’objectiu utilitzant les proposicions dels Elements d’Euclides segiients.l?’ZI

1.47: Teorema de Pitagores.

II.1*: Distributivitat del producte respecte
de la suma.

I1.5*: Diferencia de quadrats com a produc-
te d’una suma per una diferéncia.

I11.35: MS - MT = MA-MA, en la figura
adjunta.

I11.36: PA-PA’ = PS?, en la figura adjunta.

Analisi: Suposem que la igualtat ([3.3)), equivalent a MA-PA' = MA’- PA,
és certa. Llavors per I1.1%:

MA-PA = MA' -PA=> MA-(PM+ MA') =
= MA - (PM - MA) =
— MA -PM—MA -MA—-MA-PM = MA-MA.  (3.4)

En ser PA = PM — MA i PA' = PM + MA’, Vexpressié de l'esquerra de la
igualtat ([3.4) suggereix la recerca d’alguna relacié amb PA- PA’, és a dir, segons
I11.36, amb PS?. Observem, per IL.1* que:

PS* = PA-PA' = (PM — MA)-(PM+MA) =
= PM?+PM -MA" —MA-PM —MA-MA (3.5)

Llavors, si seguim amb analisi, de les igualtats ([3.4]) i (8.5]) obtenim
PS? - PM?=MA-MA'. (3.6)
I aplicant II1.35, arribem a la igualtat

PS%? — PM? =MS - MT. (3.7)

34Hem indicat amb un (*) les proposicions de les quals utilitzem una conseqiiéncia immediata.
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Aquesta és certa, i I’analisi és acabada, com es veu si expressem els segments
MS i MT en funcié de ST i MK, amb la finalitat de poder aplicar I1.5* i, tot
seguit, el teorema de Pitagores als triangles PKM i PKS. Efectivament,

MS-MT = (LST - MK)(LST +MK) = (3ST)* - MK? =
= (LST)* - (PM? - PK?) =
= PS?-PK?-PM?+ PK? = PS*— PM?

Sintesi: Es facil construir-la refent el cami.

PS? - PM? = MS-MT — PS? - PM? = MA-MA —
PM-MA — MA-PM —MA-MA = MA-MA —
MA -PM — MA'"-MA=MA-PM+MA-MA' —
MA" - (PM — MA)=MA-(PM+ MA") =

MA -PA=MA-PA.

LEel

En els diagrames segiients hem resumit la marxa de ’analisi i de la sintesi:

111.36 Ir.1*

IL.1* II1.35

B.5)
Direccié de \ \
- B.8) — B2

B.3) - B4

I’analisi



144 3. L’analisi geometrica grega

I11.36 Ir.1*

1.47 I11.35 IL.1*

Direccié de

la sintesi J

I1.5*

Activitats 3.4

1. EI matematic suis Leonhard Euler [1707-1783] va fer un descobriment que
[E., demostra amb lajut de la geometria de coordenadesB que de manera sorpre-
nent no es troba entre els geometres grecs. La proposicié diu:

El ortocentre H, el baricentre

G, i el circumcentre O, d’un tri-

angle qualsevol es troben sem-

pre en linia recta, de manera

que G pertany al segment HO, O
iGH =2-GO.

En honor del seu descobridor aquesta recta rep el nom de recta d’Euler.

i) Feu una analisi utilitzant la semblanga de triangles. Es interessant conside-
rar les parelles de triangles remarcades en les figures adjuntes.

35Vegeu [EULERI [1911-] 1.26, 139-157, i també [DUNHAM] [1999], 133-141.
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[1 [1

ii) Fabriqueu una macro del CABRI que tingui com a objecte inicial un triangle
i com a objectes finals la recta d’Euler i els tres punts H, G i O que la determinen.

|

3.5 L’analisi geomeétrica com a eina generadora de noves hipotesis
i problemes

El metode de I'analisi a més de proporcionar mitjans per aconseguir una prova
o construccié d’una hipotesi donada, es presenta com un metode molt potent
per generar noves hipotesis i nous problemesB8 Ali Behboud defensa aquesta
interpretacié a partir d’un problema tret de 'obra desapareguda d’Apol-loni
sobre les Tangéncies:

Donats un cercle C i dos punts B iT en posicio, construir un cercle
C' que passi per B i T, i sigui tangent a C.

A partir de les proposicions 106 i 107 del llibre VII de la Col-leccié M atemdtica,B:z
que Pappos proporciona com a lemes auxiliars per a la solucié d’Apol-loni, es pot
conjecturar com hagués pogut ser 'analisi feta per aquest dltim, —se suposen
els punts exteriors al cercle—.

Suposem que el cercle C’ ha sigut construit, i que A és el punt de tangencia.
Considerem el segment DE determinat per les interseccions de BA i T A amb C.
Podriem contemplar la possibilitat que DFE i BT fossin paral-lels; aix0 obriria
una via envers la construccié de C' mitjancant I'analisi de la posicié de D i la
seva construccid, seguida de la d’A com a interseccié de la prolongacié de BD

amb C.

36Ho podem veure a[BEHBOUD [1994], KNORE] [1986] i MAHONEY] [1968].
37Vegeu les seccions iRBR’3l



B

146 3. L’analisi geometrica grega

Efectivament, d’una manera esquematica que es completara a ’activitat ob-
servem que D ve determinat per la interseccié del cercle ADT i el cercle C.
Aquest cercle talla BT en un punt Z, B8 6] qual compleix T IZD + DAT = 180°.
A més, TZD ZD + BZD = 180° i, pel paral- lehsme de DE i BT que hem suposat,
BZD = ZDE. Consegiientment ZDE = DAT i, per tant, ZD és tangent al
cercle 32 —1a qual cosa permetra la construccié de D si aconseguim construir Z.
Fem D’analisi de la situaci6 del punt Z i observem que BZ-BT = BD-BA = BH?,
en qué BH és tangent a C 1 H € C. Aix0 permet la construccié consecutiva de
Z, D, A i, finalment, C’.

Com es pot observar s’han generat una hipotesi i un problema nous:

e Hipotesi: El paral-lelisme de DE i BT, la qual és establerta per la Propo-
sicié 106 de la Col-leccio.

e Problema: La construccié del punt D, la qual s’assoleix en la Proposicié
107 en que Pappos procedeix per la via de 'analisi geometrica.

Activitats 3.5

1. Considereu el problema d’Apol-loni enunciat en aquesta seccid, i I’analisi
que n’hem fet.

i) Demostreu la nova hipotesi que ha generat.

ii) Justifiqueu les tres afirmacions segiients fetes en la seccié [3.5]

e TZD + DAT = 180°.

e /D és tangent al cercle C.

e BZ BT =BD-BA= BH".
iii) Feu la sintesi de la construccié del cercle C'.

iv) Construiu C' amb regle i compas, mitjancant els punts Z, D i A. Feu, també,

38Només analitzem el cas en qué Z és interior a BT.
39Quan Z es troba a la dreta de T, el raonament és una mica diferent perd ZD també és
tangent al cercle
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la construccié amb el CABRI i una macro que a partir dels dos punts inicials
i la circumferéncia, proporcioni la circumferéncia pels dos punts i tangent a la
inicial, com a objecte final.

2. Repetiu 'estudi per al cas en qué els punts sén interiors al cercle.

3.6 Els “diorismos” o determinacions

Hem dit que 'analisi es dirigia a trobar una proposicié coneguda com a verdadera
o bé una de falsa, a partir de la suposicié que la qiiestié estava resolta. Per a
que el mapa de la direccié de 'analisi sigui complet falta considerar el cas en
que aquesta pot conduir-nos a una proposicié de la qual cal establir condicions
de validesa; o bé, si ens condueix a una proposicié verdadera, en quins casos és
reversible el procés. Aixo connecta directament amb el tipus de raonament per
hipotesi que hem exposat a la seccié[B.Ilamb el segon exemple del Mend de Platd,
el qual cercava una hipotesi util per a 'establiment o rebuig d’una proposicié.
Els grecs anomenaven “diorismés”™ 0 el criteri que determinava les condicions en
que era possible fer una demostracio o construccié. Pappos utilitza aquest terme
en la introduccié del llibre VII de la Col-leccio després d’haver exposat la seva
concepcid de l'analisi i d’haver presentat els llibres que, segons ell, pertanyien al
seu domini:

S'obtenen aixi trenta-tres llibres, la mateéria dels quals presento al teu
examen; resums fins les Coniques d'Apol-loni; llocs, determinacions, i
casos per cada llibre; i, a més, els lemes han estat buscats de manera
que crec no haver deixat de costat cap informacié en el decurs del seu
tractament.

Podem trobar bastants exemples de “diorismés” en les obres classiques. Un
dels primers amb el qual ens topem, el trobem quan comencem a llegir els Fle-
ments d’Euclides, a la proposicié 1.22. Alli es proposa la construccié d’un triangle
coneguda l’extensié dels seus costats. A continuacié Euclides explicita la con-
dici6 de validesa de la construccié dient, <conseglientment és necessari que dues
de les linies agafades juntes de qualsevol manera, siguin més grans que I'altra que
quedax. Aquesta condicié I’ha obtingut en la proposicié 1.20. Fem una analisi
per desvetllar com apareix la necessitat d’establir una condicié com aquesta.

Analisi: Suposem el triangle ABK construit, amb costats d’extensions a =
AB, b= BK i k = KA donades. Llavors podem tragar les circumferéncies C; i
Cy de centres A i B, iradis AK i BK respectivament, les quals sén conegudes.

“OFEn grec Stoptopuds. Traduit per “determinacions” a [EECKE| [1932], T1, 479.
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Sintesi (la. part): Construim el segment AB d’extensi6 a i les circum-
ferencies C1 1 Co de centres A i B, i radis d’extensié b i k.
Hem arribat al punt clau en que per aconseguir la reversibilitat del procés cal
establir el “diorismods” que ens permeti assegurar 'existencia de K = C; N Cy
exterior al segment AB.

Diorismés: Una condicié per a l'existencia de K = C; N Cy seria la de
I’existéncia d’una parella de punts de C;, un exterior a Co i l'altre interior 20

Euclides no proposa aquesta condicié siné una altra la qual, en contra d’allo
que es podria esperar, no utilitza explicitament en 1’elaboracié de la demostra-
ci6é de 1.22, on deixa l'existéncia de K sense justificar. Una analisi basada en
I’acceptacié de l'existencia de K, %4 permetra arribar al “diorismés” d’Euclides.
Efectivament:

Si K existeix, podem portar 'extensi6 AK + KB A D
sobre la recta suport de AK, a partir de A, per tal
de comparar-la amb 'extensié de AB. Obtenim el
segment

AD =AK+ KD =AK + KB.

Cons/@erem 1 els triangles ADB i KDB, aquest ultim isosceles, llavors —per
1.5— ADB = DBK < DBA.

Segons la proposicié 1.19, en qualsevol triangle ’angle major és subtendit pel
costat major i, per tant,

AB < AD = AK + KB.

“Treballem sota la perspectiva de la preséncia d’algun axioma de continuitat no explicitat
per Euclides, pero implicit en les seves demostracions com ara bé la 1.1 dels Elements. Aquest
podria ser del tipus:

— Si tenim un pla separat en dues regions per una circumfereéncia, i una altra circumferéncia
té punts de les dues regions, llavors les dues circumferéncies tenen algun punt en comu, exterior
a la recta dels centres.

O algun de tipus més general del qual es pogués deduir ’anterior com un teorema:

— Si tenim un pla separat en dues regions per una linia recta o una circumferencia, i una altra
linia recta o circumferencia té punts de les dues regions, llavors les dues linies tenen algun punt
en comdu.

42 A questa analisi coincidird amb Pargumentacié de la proposicié 1.20
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De la mateixa manera es pot veure que BK < BA+ AK i AK < AB + BK.
Aquestes tres condicions constitueixen el “diorismés” d’Euclides.

Sintesi (segona part): Amb la condicié trobada farem el que Euclides deixa
sense explicitar a la seva demostraciod, establir I'existencia del punt K = C; NCy
mitjancant la prova de l'existeéncia de dos punts de Cj, un exterior i un altre
interior a Co, per la qual cosa seguirem ’argumentacié de Heath &3

Sigui r la recta suport del segment AB, les interseccions K1, M de r amb Cq,
tal com es veu a la figura:

— El punt K € Cq és exterior a Co perque:
BKi =BA+ AK; = BA+ AK > BK — K és exterior a Cs.

— El punt M € C; és interior a Cy perque poden passar dues coses:
a) M esta entre A i B:

BM+MA=BA<BK+KA=BK+MA=— BM <MK =

— M és interior a Cs .

b) M esta en la semirecta d’origen B que no conté A:
MB+ BA=KA< KB+ BA=— MB < KB = M és interior a Cs .

Conseglientment, de ’existencia d’aquest dos punts i per la continuitat acceptada
implicitament obtenim 'existencia de K.

El pas final de la sintesi, el qual consisteix a demostrar que el triangle ABK,
—construit amb el segment AB d’extensio a, i les circumfereéncies Cq i Co de radis

d’extensio b i k—, és el que ens demanaven, és immediata, i és el que fa Euclides
a 1.22.

“3Vegeu [HEATH] [1908], reedicié de 1956, vol. T, 294
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Activitats 3.6

1. Us trobeu navegant a la recerca d’un vaixell enfonsat a prop de la costa.
Disposeu del diari que va escriure un supervivent, en el qual explica en quin
meridia | es trobava en el moment del naufragi, i que dos punts A i B destacats
de la costa es veien sota un angle de 90°. Teniu la carta nautica amb indicacié
de la posicié dels punts A i B i el meridia [, un regle i un compas. Seguiu els
passos segiients per localitzar el punt del naufragi®

fragi M

4

i) Inicieu 'analisi del problema buscant un punt qualsevol des del qual es vegi
la costa AB sota un angle de 90°. A partir d’aqui trobeu el lloc geométric de
tots els altres punts amb aquesta propietatZ3

ii) Feu la construccié de la solucié i doneu el “diorismds” que estableix la
condicié de la seva validesa a partir de la posicié relativa del lloc geomeétric
trobat i el meridia conegut.

iii) Repetiu I'estudi anterior si I'angle sota el que es veu AB és de 60°.

2. Doneu una condicié d’existéncia de solucio del cas de 60° —amb ajut de la
trigonometria— a partir de la distancia d del punt mitja M de AB a la recta l,
langle o que formen el meridia [ i la recta suport de AB, i la longitud a = AB.

3. Repetiu l'estudi per a qualsevol angle (3 sota el que es vegi AB. Feu-ne una
representacié amb el CABRI en qué els angles (i «, i el segment AB siguin
variables. Feu un programa amb el DERIVE, el qual proporcioni funcions tals
que a partir dels valors de a, d = d(M, 1), o i 3, informin de I'existéncia de solucid,
permetin visualitzar el segment AB, juntament amb el lloc geométric format pels

44 Adoptem la hipdtesi que, en ser petita I’area de la zona implicada en la recerca, la superficie
és plana.

45Recordeu les propietats associades a l'arc capac d’un angle sobre un segment. Es fa una
analisi detallada d’aquest tema a la seccié dedicada al llibre III dels Elements d’Euclides.
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dos arcs de cercle i la recta “meridia”, i permetin localitzar les coordenades dels
)
punts solucié si situem el segment AB sobre I'eix OY i centrat a ’origen.

4. Un rectangle té un perimetre d’extensié 2a i una area igual a b.

i) Construiu-lo fent una analisi inspirada en la figura adjunta, i utilitzant com
una dada el teorema II.14 dels Elements d’Euclides™

ii) Doneu el “diorismds” que proporciona la condicié per a la construccié de la
solucio.

iii) Escriviu la forma general de 'equacié algebraica que us permet solucionar
la construccio anterior.

iv) Elaboreu la construccié amb el CABRI de la solucié anterior, basada en la
figura, de manera que:

— Els segments d’extensio a i b, siguin parametres variables.

— Quan el problema tingui solucié aparegui, a més del segment solucid, el seu
valor numeéric.

— Quan el problema no tingui solucié aparegui un missatge que ho anuncii.

a

3.7 Valor heuristic de ’analisi geomeétrica

D’uns anys enca s’han aixecat moltes veus sobre el paper preponderant de la reso-
lucié de problemes en el procés d’ensenyament /aprenentatge de les matematiques
i, conseglientment, de totes les tecniques associades a la recerca, la invencié i el
descobriment #0 Tanmateix, quan busquem entre la infinitat de pagines dedica-
des a la geometria en els textos d’ensenyament secundari, dificilment hi trobem
alguna linia dedicada a ’analisi geometrica. Hem iniciat el capitol citant Polya,
i tornem a citar-lo per cloure’l. Ell és I'autor del paragraf segiient en que fa un
toc d’atencié entorn el binomi analisi-sintesiZ8

46Vegeu la secci6 BA4

4TUn exemple d’estudi extens i profund, enfocat a detectar les dificultats de ’aprenentatge i a
elaborar una proposta d’intervencié didactica centrada en un ambient de resolucié de problemes,

el trobem a [VILAI [1997].
“8Vegeu [PoLYAl [1945], edicié de 1994, 137-138.
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Molts textos de geometria elemental contenen algunes observacions so-
bre I'analisi i la sintesi, i sobre el fet de considerar el problema com a
resolt. No hi ha dubte que aquesta tradicid, solidament implementada
es remunta a Pappos, malgrat que cap dels textos en quiestio es refereixi
a aquest filosof. El tema és bastant important com per ser esmentat fins
i tot en textos elementals, pero amb el risc de ser mal interpretat. El
sol fet que estigui limitat als textos de geometria demostra una evident
falta de comprensié.

De la lectura d’aquest text extraiem que, tot i 'interes actual en la innovacio
dels metodes i tecniques del procés d’enseyament/aprenentatge a les aules, la
situacié sembla no haver millorat, fins i tot gosariem dir que ha empitjorat si
creiem important la utilitzacié dels textos com a eina de treball, —si més no,
des que Polya escrivia <molts textos de geometria elemental contenien algunes
observacions sobre |'analisi i la sintesi>. De totes maneres, podria ser pitjor si,
segons diu, aixo no representés cap avantatge davant la falta de comprensié sobre
la seva importancia heuristica en un terreny més general que, en el nostre cas,
abarcaria com a minim tot el camp de les matematiques.

Creiem doncs important d’insistir en el valor heuristic general d’aquesta
materia, a partir dels aspectes que hem intentat delinear de manera breu en
el terreny de la geometria grega. Considerem que una primera aproximacié d’a-
quests valors es pot resumir en els punts segiients:

— Com a eina de descobriment /invencié en la recerca de solucions dels pro-
blemes de la geometria.

— Com a eina per a ’establiment de la veritat d’aquelles proposicions geome-
triques, les quals conjecturem a partir d’intuicions obtingudes de I'activacié
dels recursos proporcionats, en paraules de Miguel de Guzman ™ per I’en-
teniment, la imaginacié, els sentits i la memoria.

— Com a eina capag de generar unes hipotesis i problemes que amplien el
camp de l'estudi de la geometria.

— I, finalment, fent successives abstraccions del camp de la geometria i de la
matematica, com a eina util en qualsevol camp tractable des del punt de
vista racional.

Vegeu [GuzMAN [1991], 53.



Capitol 4
Aritmetica

Quan vam donar els primers passos en la nostra formacié académica, i també en
el dia d’avui en molts contextos, la paraula Aritmética s’associava a les teécniques
de numeracié i de calcul amb nombres, i a les seves aplicacions. Aixi, s’hi con-
sultem algun manual de la primera meitat del segle XX, dels que es troben en els
llibreters de vell, i examinem els seus continguts, observem que les seves seccions
es dediquen a les qiiestions esmentades. Citem un parell d’exemples:

— En el “Manual de aritmética y geometria. Primer Grado. Instituto de Es-
pana. Santander, 1939”7, trobem seccions dedicades a I'operacié de comp-
tar, a la numeracié, a les regles de l'addicié, subtraccié, multiplicacié i
divisid, a les proves d’aquestes regles, etc., i exercicis i problemes d’aplica-
ciod.

— A “E. BARDLEY: Problemas de aritmética y dlgebra. Labor. Barcelona,
19367, trobem, a més, les regles del calcul de poténcies i d’extraccié d’arrels
quadrades i cibiques.

Tanmateix la paraula aritmetica també s’associa a 1’estudi de les propietats dels
nombres, principalment dels enters. Un text modern, en llengua catalana, escrit
sota aquesta orientacié és [TRAVESA| [1998], el qual esta dirigit als alumnes de
qualsevol dels cursos de la llicenciatura de Matematiques i només requereix, per
al seu seguiment, els coneixements obtinguts a I’ensenyament secundari.

Tenim, doncs, plantejada una dualitat en el tractament dels nombres:

— El que es dirigeix al domini de les tecniques de la numeracié i del calcul de
cara a les seves aplicacions.

— El que pretén estudiar i descobrir les propietats dels nombres, és a dir la
nostra teoria de nombres.

153
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Aquestes dues maneres d’entendre la ciéncia dels nombres sembla néixer con-
juntament amb la filosofia grega, especialment entre els primers pitagorics. En
epoques anteriors, a les antigues civilitzacions de Babilonia, Egipte, fndia, Xina,
Africa Central i America, l'interes residia en el domini de técniques de numera-
ci6 i de calcull Els grecs anomenaven logistica (AoytoTikn)), art de calcular,
mentre que la nostra teoria de nombres rebia el nom d’aritmética (&pi@untikn).
Observem de quina manera presenta Platé la ciencia dels nombres des d’aquest
doble vessant. Quan, a la Republica, Socrates i Glaucé consideren en quina
Ciéncia han de ser formats els homes que han de dirigir la ciutat, observem
aquests fragments a partir de 522b:

SOCRATES: .... El que importa és que I'anima passi de la regié de les
tenebres a la de la veritat; llavors es produira I'ascensié cap al ser, a la
que anomenarem filosofia verdadera.

SOCRATES: .... s'ha de recérrer a una ciéncia que s'apliqui a totes.
Grauco: A quina?

SOCRATES: A la que resulta tan comuna per I'ds que en fan les arts,
els discursos i les ciencies. D'aquesta n'haurem de disposar entre les
primeres.

Grauco: Et segueixo fent la mateixa pregunta.

SOCRATES: La que ensenya el que és u, dos i tres, cosa ben corrent per
cert. La que tracta del nombre i del calcul. Perque, no és veritat que
tot art i tota ciéncia es veuen obligades a participar d'ella?

Graucé: Estic d’acord.

A partir d’aquest punt Socrates justifica les seves afirmacions. Exposa que els
objectes que inviten la intel-ligencia a reflexionar sobre ells, sén els que produ-
eixen al mateix temps sensacions oposades i entre aquests inclou els nombres.
Llavors defineix quines son les ciencies, —presentat la doble vessant de la ciencia
dels nombres—, que s’ocupen del nombre i la conveniencia del seu ensenyament:

SocraTES: Sens dubte que la ciéncia del calcul [logistica] i I'aritmética
s'ocupen en la seva totalitat del nombre.

Grauco: Aixo és ben cert.

SOcrATES: Ambdues, doncs, sembla que condueixen a la veritat.

Grauco: Sén perfectament aptes per fer-ho.

'"Vegeu [GHEVERGHESE] [1991] i [[FRAT] [1994].
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SocraTES: Caldra doncs Glaucé imposar aquest ensenyament mitjangant
una llei i convencer els qui han d'ocupar llocs de govern que desenvo-
lupin el seu gust per la ciéncia del calcul, no superficialment, siné fins
assolir la contemplacié de la naturalesa dels nombres servint-se de la
intel-ligencia. Perque aquella no és d'ls exclusiu dels comerciants i bro-
canters, ni es limita a les compres i vendes, siné que es pot aplicar a la
guerra i facilitar el retorn de I'anima al mén de la veritat i de I'essencia2

A les seccions que segueixen donarem unes pinzellades sobre qiiestions aritme-
tiques que tindran a veure amb les dues vessants. Es veura que les dues estan
estretament lligades. Aixi, per exemple, quan es tracta de cercar algoritmes
efectius de cara a resoldre problemes concrets de calcul motivats per les seves
aplicacions, sorgeixen de manera natural qiiestions que no tenen res a veure amb
aquestes aplicacions. Apareixen preguntes sobre les propietats intrinseques dels
nombres o de les operacions implicades en la recerca. També és natural que d’un
estudi centrat en aquestes propietats sigui facil trobar-ne aplicacions practiques.
Els temes amb els quals intentarem donar una visié d’aquest terreny aniran des
de Paparicié dels sistemes de numeracié i la realitzacié d’operacions elementals,
fins a la resolucié d’algunes equacions amb nombres enters, passant pel problema
de la recerca d’algoritmes per al calcul d’arrels d’ordre qualsevol i la seva relacié
amb el triangle aritmetic.

4.1 Sistemes de numeracié. Origens

En els fonaments de l’edifici de I’Aritmetica trobem el nombre. Aquest amaga
tota una historia, la qual comenca amb el discerniment, entre els nostres avant-
passats, dels conceptes d’unitat i multiplicitat. Posteriorment, s’evoluciona cap
el desenvolupament de tecniques de recompte i enregistrament, mitjancant ele-
ments dels cos huma, com els dits, o 'emmagatzemament de pedres, perles i
closques en recipients, collarets o solcs en el terra, marques practicades sobre os-
sos i bastons, nusos sobre cordes unides a d’altres cordes com les branques d’'un
arbre, etc. Totes aquestes teécniques es descriuen en llenguatge actual mitjangant
el concepte d’aplicacié bijectiva, o aparellament biunivoc entre els objectes a
recomptar i els objectes auxiliars que s’emmagatzemen, o les marques que es
practiquen sobre un suport material.

Un dels primers problemes que es presenta als nostres avantpassats, fou el
de recompte de nombres grans. Per exemple, en fer el recompte dels membres

2ALBERT [DOU [2000], 40-41, utilitza part aquest fragment de la Repeblica per reflexionar
sobre ’ensenyament de les matematiques. Remarca entre d’altres coses el paper de 'aritmetica
(no com a logistica) com a eina efica¢ de desenvolupament de la ment i element important per
a l’educacié dels joves.
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d’un ramat molt gran de bestiar, utilitzant codols o marques, podien presentar-
se problemes d’insuficiencia de codols disponibles, de capacitat del contenidor
o de superficie disponible per a les marques, aixi com dificultats en les lectures
posteriors. La solucié d’aquest problema consisti a privilegiar certs grups de les
unitats utilitzades i representar cada grup com a una unitat d’un tipus diferent,
una unitat que representava a tot un grup d’unitats més simples. Ifrah cita
I’exemple d’uns indigenes de 1\/[3ud3ugascar,IZﬂ de fa poques generacions, que cavaven
diversos solcs paral-lels en el terra, i dipositaven un codol en el primer solc per
cada unitat recomptada. Quan arribaven a les deu unitats, enretiraven els deu
codols, en dipositaven un al solc del seu costat, i seguien el recompte posant
codols en el primer solc fins acumular-ne deu més, als quals es sometia a la
mateixa operacié. Quan s’acumulaven deu codols en el segon solc, s’enretiraven
i se’n dipositava un en el tercer, i aixi successivament. D’aquesta manera, en el
recompte de 1718 unitats de bestiar, només intervenien 17 codols i quatre solcs.
D’aquesta i d’altres tecniques va néixer el principi de la base, nom utilitzat per
designar el nombre d’unitats que conformen el grup escollit per crear una unitat
d’ordre superior. En el nostre exemple s’utilitzava la base 10, pero des de sempre
s’ha treballat i es treballa amb molts tipus de bases, encara que aquesta ha estat
privilegiada.

Les tecniques de recompte sobre suports materials culminaren amb la fabri-
cacié de dispositius anomenats abacs® Un exemple el tenim en l'’abac roma,
consistent en un tauler en que s’havien practicat unes ranures paral-leles per on
es feien moure unes fitxes. Cada ranura representava una poteéncia de 10, dife-
rent de les altres, en ordre creixent. Els nombres es representaven col-locant en
cada columna, tantes fitxes com les unitats que es volien representar de I'ordre
corresponent. Cada 5 xifres era substituida per una sola xifra en la part superior
de la columna. Cada fitxa rebia el nom de calculus, —literalment “codol”—. La
finalitat dels abacs era, inicialment, de recompte, per evolucionar cap a 1’is en les
tasques de calcul, mitjangant regles que regien el moviment dels seus elements,
que segons les cultures podien ser pedres, botons, varetes, fitxes, etc.

3Vegeu [TFRAH] [1994], 310 de la traduccié espanyola de 1997.

1Del llati “abacus”, terme que, a part del seu significat en la disciplina matematica, s’uti-
litza per designar una superficie plana generalment rectangular. Aquesta seria utilitzada amb
finalitats diverses, des d’una taula per dipositar ofrenes en els temples grecs fins al panell que
coronava les columnes dels edificis per fer de suport dels elements arquitectonics superiors.
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Exemple de funcionament d’un abac roma

El nombre 1974 quedaria representat com a la
figura adjunta, en que es recorda que les du-
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es fitxes situades en la fila superior representen 1 02 o 5
5 unitats de I'ordre corresponent a la columna. 104110 110°110 110
s e e s . . ololo|o
L’addicié i la subtraccié es farien acumulant o o|lo|o
. o o)
traient fitxes de les columnes corresponents als o o
ordres implicats amb les reduccions necessaries, R
com s’observa a la figura inferior en que restem
436 de 1974.
o
(O e) O|lO0| O O [©)
10710°110%110 10", [10'10°10%10" 10" 10410%[10°|10']10°
0|00 |0 O[O0 |O ©) O |0
O[O | O O O Oo| O
O O O O O| O
O ©) ©) O
1 9 7 4 1 9 6 14 1 5 3 8
1974-436

En el cas de la multiplicacid, aniriem multiplicant les unitats de diferents ordres,
posant els resultats a partir de la columna que representa la suma d’ordres de les
unitats multiplicades. Per exemple si volguéssim multiplicar 35 per 62. Situariem
les fitxes del 62 en el centre de ’abac, i les del 35 a la part inferior, i els passos

serien —vegeu la figura inferior—:

1r: (3-10) x (6-10) = 18- 100 = (1 - 1000) + (8 - 100).

2n: (3-10) x 2=6-10.

3r: 5x (6-10) = 3010 = 3 - 100.

4t: 5x2=1-10
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o
o le o|o o)
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35 x%x62
o
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35 © © 3r pas
o
o
IS ® 4t pas

Han existit i existeixen altres tipus d’abacs, com les tauletes de sorra que utilitza-
ven els antics calculistes indis i arabs, els quals disposaven de simbols per a cada
nombre i els representaven sobre la sorra, de manera que els anaven esborrant
a mesura que se succeien els passos de les operacions® Aquesta caracteristica
consistent a fer desapareixer les operacions intermedies del calcul, comuna a tots
els tipus d’abacs, tenia un inconvenient, no es podien repassar els calculs. Per
revisar-los, s’havien de tornar a fer. Aquest fet, juntament amb la necessitat
de deixar constancia dels resultats obtinguts, origina 'aparicié dels sistemes de
numeracid escrita® Aixd significava la creacié de simbols grafics, per representar
nombres, que es fixaven sobre diversos tipus de suports materials amb tecniques
variades. Aquests simbols evolucionarien fins aconseguir desbancar els abacs com
a eines de calcul.

4.1.1 Numeracié escrita no posicional. Sistemes additius

En els sistemes additius cada simbol utilitzat per representar els nombres té un
valor propi, independent de la posicid, i el valor del nombre a representar s’obté
de la suma dels nombres representats per tots els simbols que el conformen.
Aquests simbols representen, en molts casos, els valors dels nombres de base.

La numeracié egipcia

Un exemple de sistema additiu, el tenim en la numeracié jeroglifica egipcia.
Aquesta disposava, en el tercer mil-lenni abans de Crist, de signes per a totes les

®Vegeu [TFRAH] [1994], 1289 i segiients a I’edicié espanyola de 1997, i BERGGREN] [1987], 32.
SL’aparicié de la numeracié escrita no comporta la desaparicié de Pabac. Actualment hem
vist utilitzar els abacs de boles a comerciants de cultures diverses, amb una destresa increible.
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potencies de 10, des de la primera fins la sisenal®

nol [ =~ T

1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Aixi els simbols per a les diferents potencies eren:

— Una petita linia vertical per a 1'1.

— Una linia en forma de nansa per al 10.

— Una petita espiral per al 100.

— Una flor de lotus per al 1000.

— Un dit aixecat i una mica inclinat per al 10000.

— Una granota amb la cua avall per al 100000.

— Un home de genolls amb els bragos aixecats per al 1000000.

Els nombres s’escrivien de dreta a esquerra, seguint ’ordre decreixent d’unitats.
Moltes vegades els simbols per al mateix tipus d’unitats es superposaven sobre
dues o tres linies® Per exemple el nombre 12326 es podia escriure:

I

Quants a les fraccions, només utilitzaven les que tenen numerador 1 i, en al-
guns casos 2/3 i 3/4. Les fraccions de numerador 1, —les quals anomenarem
unitaries—, es representaven, amb ’excepcié de 1/2, amb el simbol jeroglific de
la boca << , situat damunt dels simbols que representaven el denominador. Les
fraccions 1/2, 2/3 i 3/4 tenien simbols especials. Quan el denominador era
massa gran, la part que no hi cabia s’escrivia a ’esquerra.

— T T 7% I||||||9<9>I

1/2 2/3 3/4 1/110  1/1207

"Els simbols jeroglifics consistien en imatges grafiques que podien representar:

— La propia figura dibuixada, o una accié lligada a la imatge. En aquest cas reben el nom
d’ideogrames.

— El so del nom de la figura dibuixada. Llavors reben el nom de fonogrames.

Els objectes es representaven pel seu ideograma, acompanyats dels fonogrames que articulaven
el so del seu nom. L’escriptura jeroglifica s’utilitzava en les activitats decoratives i solemnes.
En ser d’execucié lenta, els signes jeroglifics van ser simplificats pels escribes fins convertir-se
en els signes hieratics, molt més esquematics i simples de tragar. Podeu trobar més informacié
sobre Pescriptura jeroglifica a[[FRAH|[1994], 400-408 de ’edicié espanyola de 1997, i a[COLLIER:
MANLEY| [1998].

8També es podien superposar simbols d’unitats diferents.
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Es pot observar que una de les deficiencies dels sistemes additius rau en la gran
quantitat de simbols necessaris per escriure els nombres, tot i que 'existencia
de simbols especials per a les poténcies de la base simplifica la representacio.
Una altra deficiencia la trobem a I’hora de calcular, sobretot quan volem establir
algoritmes eficients per a les operacions diferents de la suma i la resta. En el
cas dels egipcis no sabem com sumaven i restaven nombres enters, encara que no
sembla massa dificil fer-ho mitjancant I’acumulacié d’unitats del mateix tipus i
les substitucions precises. El que sembla quasi segur és que usaven taules per
a la suma i resta de fraccions. El problema més greu és el de multiplicar i
dividir. Presentarem el cas més senzill que és de el del producte d’enters@ Per
enfrontar-lo tenien un métode molt enginyds, el qual només requeria fer sumes i
multiplicacions per 2.

Exemple de producte d’enters en el sistema egipci

Es tracta d’efectuar el producte 109 x 19.

Sigui 19 el multiplicador. Construim dues columnes de nombres. La primera
té de primer coeficient el nombre 1, la segona el nombre 19.

— Multipliquem aquests coeficients per 2, i posem

1 1 .
els resultats sota 109 x 19

19
38
76
15

— Repetim l'operacié amb els segons coeficients, i
amb els segiients, fins que a la primera columna
obtenim la maxima potencia de 2 que no supera
el multiplicand 109. En aquest cas ens aturem a
64.

— Triem els nombres de ’esquerra que sumen 109.
Ho fem comencant pel 64 i triant, mentre pugem
per la columna, els que afegits als ja triats, sumin
un nombre que no superi el multiplicand 109.

2|[¢| 5 [l [=] ~ =]

N || [ —
owggll
|| ||
HQOO.J;I\.’)

— Finalment, sumem els nombres de la segona co-
lumna que es troben a la mateixa algada que els
triats en la primera columna. El producte desit-
jat ve donat pel valor d’aquesta suma.

109

Aquest procediment es pot interpretar des de la perspectiva que la memorit-
zacié de la taula de multiplicar per 2, i el domini de 'operacié de sumar, permet
efectuar qualsevol multiplicacié . Només cal descompondre 109 en potencies de
2, 1 multiplicar 19 per cadascuna d’elles per a, finalment, sumar els resultats.

9La divisié d’enters, i el producte i la divisié de fraccions es basaven en técniques sem-
blants, segurament auxiliades de taules. Vegeu [GILLINGS| [1972], 11-127 de l’edici6 de 1982, i
GHEVERGHESE [1991], 103-117 de l’edici6 espanyola de 1996.
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Aixo0 és el que feien els egipcis, i suposa un coneixement implicit de la distribu-
tivitat del producte respecte de la suma, i la possibilitat de descomposicié de
qualsevol nombre enter en poténcies de 2. En el nostre llenguatge tindriem:

19-109 = 19-(2042° +2%+22+20) =
= 19-260419.2°4+19.234+19.224+19.20 =
1216 + 608 + 152 + 76 + 19 = 2071.

Les fraccions unitaries a Egipte

Hem fet esment que els egipcis només treballaven amb fraccions unitaries, amb
Iexcepci6 de 2/3 i 3/4. No és clar el motiu d’aquesta manera d’expressar
les fraccions. L’observacio de les aplicacions practiques del treball amb aquests
tipus de fraccions, pot donar alguna indicacié sobre aquest temald Per exemple,
els problemes 1-6 del papir de Rhind presenten el repartiment de 1, 2, 6, 7, 8
i 9 pans entre 10 persones.'j:EI Gheverghese afirma que 1'is d’aquestes fraccions
en la resolucié d’aquests problemes <«té una base logica practica>. Argumenta
que proporcionen repartiments més satisfactoris. Il-lustrarem la seva conjectura
amb la discussié d’un problema similar als citats del papir de Rhind, en que
utilitzarem per a la descomposicié en fraccions unitaries els nostres recursos
aritmetics.

Imaginem que volem repartir, en parts iguals, 5 pans entre 7 persones. Es
evident que ho podem fer de moltes maneres. Una d’elles consistiria a donar un
tros de 5/7 de pa a cinc persones. Llavors, en quedar 5 trossos de 2/7 de pa per
a les altres dues, partiriem un d’ells en dues parts iguals, i donariem 2 trossos
de 2/7 i un tros d'1/7 a cadascuna de les dues persones que resten.

Y0Vegeu [GHEVERGHESE [1991], 115-118 de I’edicié espanyola de 1996, [GILLINGS| [1972], 123~
127 de I'edicié de 1982.
HROBINS—SHUTE [1987], 36, i lamines 8 i 9.
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1/7+41/7

[ 57 1]
1D
[ —
1D
10

ssUULLL

[ I

Es logic pensar que, donades les caracteristiques de conservacié del pa, surten
beneficiades —en qualitat i no en quantitat—, les 5 persones que es queden amb
els trossos sencers. Kl mateix podriem dir si el repartiment fos de parcel-les
dedicades al conreu. Es molt probable que tothom preferis la seva part en un
tros sol.

Si mirem de fer el repartiment basant-nos en al descomposicié de 5/7 en
fraccions unitaries® la primera qiiestié que es planteja és que hi ha moltes
maneres de dur-la a terme™ El procediment que desestimem clarament és el de
descompondre 5/7 en cinc fraccions unitaries iguals; aquest portaria al resultat
gens satisfactori de repartir 5 trossos de 1/7 de barra a cada persona. Seguirem
el procediment consistent ad

— Trobar la fraccié unitaria que aproxima millor per defecte a la fraccié, amb
el denominador més petit possible.

— Fer el mateix amb la diferéncia de les dues fraccions, i aixi successivament
fins aconseguir que no quedi cap residu no unitari.

12Restringim I’estudi al treball amb fraccions unitaries; no considerem 2/3 i 3/4.

13Vegeu la discussié de [BOYERI [1968], 33-35 de l’edicié espanyola de 1986.

141 ’hem trobat proposat com exercici a[QOC. LEM [1995], 12, en que s’atribueix a James Joseph
Sylvester [1814-1897].
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Comencem la recerca:

n1 minim n1 minim
Z > - >
T m M=y
N 5_1+ 5 1 _1+3
72 \7 2) 2 14’
no minim 79 minim
3 1 = 14 = ng =5 =
= > ng > —
14 n9 -3
. 5_1+1+ 3 1 _1+1+1
7 2 5 4 5) 2 5 70
Llavors, la descomposicié
5 1 1 1
—=-+-+

proporciona el repartiment de 3 trossos de pa a cada persona. Aquest consisteix
a donar a cada persona, un tros de mig pa, un altre d’1/5 de pa, i un altre
d’1/70 de pa. En aquest repartiment els trossos grans i petits queden igualment
repartits.

1/2

1/5

—_

/70

Numeracié romana

Un exemple de sistema additiu amb una nova caracteristica, el trobem en el
sistema roma. Aquest afegeix un principi subtractiu, pel qual tot signe situat a
I’esquerra d’un altre que representa un valor major, era restat d’aquest ultim.
Aix0, a part de complicar una mica les representacions perque introduia un
principi nou, també les simplificava perque reduia el nombre de simbols. De totes
maneres, sembla clar, que ’execucié de calculs es complicava. Els simbols que

5Fs una opinié generalitzada que els sistemes additius i, especialment el roma per la seva
caracteristica subtractiva, presenten greus deficiencies com a eines de calcul, especialment per
efectuar productes i divisions. A D'article DETLEFSEN-ERLANDSON—HESTON—YOUNG] [1975], es
defensa que aquesta idea és erronia. S’hi argumenta que es recolza en ’opinié, segons els autors
equivocada, que les técniques de calcul han de ser reflex unes de les altres.
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utilitzaven eren:
I«— 1 V«——5 X«+«— 10 L+——50
C+——100 D+—500 M++—1000.

Tenien diverses convencions per representar nombres grans. Una d’elles consistia
en tracar una linia horitzontal sobre una agrupacié de simbols per multiplicar
el nombre que representen per mil, i dues linies per multiplicar-lo per un milié.
Per exemple,

XXXIV+—— 34 XXXIV+—— 30004
XXXIV+——34000 XXX IV«+——30000004.

4.1.2 Numeracié escrita no posicional. Sistemes multiplicatius

Aquests sistemes van afegir, al principi additiu, el principi multiplicatiu. Es
tractava de representar el nombre implicat en cada ordre d’unitats mitjancant
dos simbols: el simbol que indicava 'ordre, i el simbol que indicava el nombre
d’unitats d’aquell ordre. Aixo simplificava la representacié, perque el nombre
de simbols disminuia en no tenir que acumular simbols del mateix ordre. Un
exemple totalment desenvolupat el trobem en la numeracié xinesa del segle X1v.
Els seus simbols eren

——Z=ZHMENEANRTETL
1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 100 1000 10000

Aixi, per escriure el nombre 179, no tenien que acumular un total de 17 simbols,
com haguessin fet els egipcis, siné que en tenien prou amb 5:

179 =1x100+7x 10+ 9 —ﬁt+h
1 10 7 10 9

Si s’observa aquest sistema, només calia un pas per saltar a 'adopcié d’un sis-
tema de posicié. Calia fer desapareixer els simbols que indicaven 'ordre de les
unitats, conservar la posicié dels altres, i adoptar el conveni que el primer simbol
de la dreta representava unitats de primer ordre, el segon simbol de segon, i aixi
successivament. Si els xinesos haguessin caigut en aix0, comprovant les avantat-
ges d’aquest nou sistema, I'escriptura del nombre anterior hagués esdevingut

— £

Haurien obtingut un nou avang, pero se’ls hagués creat un nou problema. El de
no poder distingir entre aquest nombre i, per exemple, el 10079, en no disposar
d’un simbol pel zero.
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4.1.3 Sistemes de posicid

L’aparicié dels sistemes de numeracié de posicié i el descobriment del zero, re-
presentaria el pas definitiu per assolir un sistema escrit en qué es poguessin
desenvolupar procediments de calcul de manera optima. La seva caracteristica
consisteix a que els valors dels simbols no sén absoluts, siné relatius al lloc que
ocupen entre els altres simbols.

El sistema sexagesimal de posicié a Babilonia

La primera numeracié escrita de posicié aparegué, als voltants del segle Xi1x aC,
entre els astronoms i matematics babilonis, molt abans que en cap altra civilit-
zacié 18

La civilitzacié babilonica tingué en la ciutat de BabiloniaI@ en diferents
epoques del periode 2000-500 aC, el centre de la seva cultura™ Es desenvolupa
a la vall de Mesopotamial?, regié compresa entre els rius Tigris i Eufrates, ac-
tualment territori de I'Irak, fronterer amb I'Iran. Aquesta regié es comunicava
amb el Golf Persic per una linia costanera que no coincidia amb 'actual siné que
es trobava més al nord, de manera que els dos rius s’abocaven a la mar per sepa-
rat. Els primers documents escrits hi apareixen a finals del quart mil-lenni, i el
tipus de grafisme utilitzat s’anomena escriptura cuneiforme, (del llati cuneus),
per ser els seus signes compostos d’elements en forma de cuny o tascd. Eren
gravats amb unes canyes, anomenades calams, de part inferior afilada, de les
quals no es conserva cap exemplar, sobre unes tauletes d’argila humida posades
posteriorment a assecar. D’aquestes se n’han trobat a la vora de mig milid, i es
conserven repartides a diferents museus d’arreu del mén. Existeixen col-leccions
forca importants al British Museum de Londres, al Louvre de Paris i a dife-
rents Universitats nord-americanes com Colimbia, Pennsylvania, Yale, etc. En
el segle X1X es feren progressos en la seva lectura i, a partir del segon quart del
segle XX, s’han fet exposicions forca completes de les matematiques que alli s’hi
troben.

Aquest sistema era sexagesimal, —base 60—, i tenia caracter additiu i de-
cimal dins de cada ordre d’unitats. Sobre l'origen de l’eleccié de la base 60,
s’han fet moltes conjectures. Des d’explicacions que es basen en la fusié de dos
sistemes, —un de base 12 i un altre de base 5—, de procedéncia anatomica , fins
d’altres que la justifiquen per les seves avantatges en el calcul. També hi ha ar-

Y6Vegeu TFRAH [1994], 358 de Iedicié de 1997.

17Babilonia, de nom biblic Babel, té una etimologia forca dual relacionada amb I’hebreu
Balal, confondre, i Babili, traduccié babilonica del nom sumeri “Porta o Torre de Déu”.

18 Aquesta civilitzacié té els seus origens en les civilitzacions suméria i acadia de la Baixa
Mesopotamia a partir del quart mil-lenni aC.

9 meso, “entre”, i potamos, “riu”
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guments basats en consideracions geometriques i astronomiques, els quals Ifrah
critica dient que <suposen que el que és abstracte precedeix allo que és concret,
imaginant que la geometria i |'astronomia han sigut ciencies elaborades abans de
I'aparicié de les ciencies aplicades>20 La hipotesi defensada per Ifrah és la de la
fusié de dos sistemes de bases 12 i 5. Es duria a terme comptant de I'1 fins el 12
amb la ma dreta, utilitzant el polze per assenyalar cadascuna de les 12 falanges
dels altres dits. En arribar a la falange 12, es doblegaria el dit petit de la ma
esquerra. Es repetiria 'operacié amb la ma dreta per comptar de 13 a 24, i
en arribar a aquest ultim es doblegaria el dit anular. Repetiriem el procés fins
doblegar tots els dits de la ma esquerra. El puny esquerre tancat representaria
60 unitats. Aixi, en la figura adjunta veiem com es representaria el nombre 21.

21

El fet de tenir caracter additiu i decimal dins de cada ordre, implicava no tenir un
simbol per a cada nombre del 1 al 59. Com en els sistemes additius, existia un
simbol per a les potencies de la base 10, dins de cada ordre de base 60. Es a dir
hi havia dos simbols, el clau T per representar 1’1, i 'espiga < per representar
el 10. Tots els altres nombres, des de I'1 fins el 59 es representaven acumulant
claus i espigues.

TTMPPRERER R CCLE %

12 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50

Per exemple, el nombre 11505 es representa:

M O <¥

3-60° + 11 - 60 + 45 = 11505

Aquest caracter additiu i 'abséncia d’un signe pel zero planteja algunes difi-
cultats. Per exemple, el nombre que acabem de representar, I’haguéssim pogut
interpretar com

3-60% 4 11-60% 4 40 - 60 + 5 = 690005 .
20Vegeu TFRAHI [1994], 233243, de I'edici6 de 1997.
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Aix0 passava perque no sempre es deixava un espai entre unitats de diferent
ordre. A més si en algun ordre no hi havia unitats, no tenien un simbol per
representar-ho, és a dir, no tenien un simbol per al zero. D’aquesta manera el
nombre que hem representat s’hagués pogut llegir:

3-60% + 11 -60% + 45 = 687645 .

Se sap que, en epoca tardana, pels voltants del segle 1v aC, utilitzaven un doble
clau inclinat 4 , o una doble espiga & obliqua per assenyalar la falta d’unitats
d’algun ordre. Entre els astronoms també es troba, aquesta representacié per al
zero, en posicio inicial o final.

Una dificultat més venia donada perque representaven les fraccions amb la
mateixa notacié de posicid, pero no tenien cap signe per separar la part entera de
la fraccionaria, com ara la nostra coma decimal. Aixi T <« podia representar
1+ 10/60. En aquests casos el context proporciona la lectura correcta.

De l'observacié del sistema babilonic i de la representacié actual dels nom-
bres en base 10, acordarem una notacié adequada per representar la numeracio
babilonica utilitzant els nostres digits. Aixi, sabem que en el nostre sistema

3 9 4 2
3871,42=3-10"+8-10 +7-10—|—1+T0+1T)2

on 2 és el digit de 'ordre de les centesimes, 4 el de les decimes, 1 el de les unitats,
etc. Proposem representar els nombres del sistema babilonic d’una manera sem-
blant, amb petites modificacions degudes al fet que el valor corresponent a cada
ordre pot necessitar dos digits per ser expressat. Aixi s’esdevé amb el nombre
83 = 1-60 + 23, que necessita els dos digits 23 per expressar les unitats d’ordre
1. Seguirem la notacié d’Otto Neugebauer [1899-1990], que va desxifrar una de
les tauletes més sorprenents i que analitzarem més endavant 20 Proposa separar
les parts entera i no entera pel signe “;”, els ordres enters entre si pel signe “,”,
i d’igual manera els ordres no enters. Aixi tindrem

4 23
5-602+24-60+35+ — +

Conversié d’un nombre de base decimal a base sexagesimal

Abans d’entrar a I'apartat dels calculs babilonis, ens plantegem el problema de
trobar ’expressio sexagesimal d’un nombre enter N en base decimal. Per calcular
el nombre d’unitats ag de primer ordre, hem de trobar el nombre de vegades n;
que N conté 60, i el residu resultant sera ag.

N =60n; +ag.

*'Vegeu [NEUGEBAUER! [1957].
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Per trobar les unitats de segon ordre a; hem de trobar el nombre de vegades ng
que nq conté 60, i el residu resultant sera aq.

ny = 60ng + a; = N = (60nz + a1)60 + ag = 1260 + a160 + ag .

I aixi successivament fins a obtenir un quocient n, < 60 que coincidira amb
el nombre d’'unitats a, d’ordre maxim. Es a dir que si n,—1 = 60n, + ap—1 i
anomenem n, = a,, llavors

N = (60n,+ ap—1)60°"1 +a,_260% + - -+ a160 + ag =
apb0P + a,—160°"1 + -+ + a160 + ag

Per exemple, si volem expressar 7933 en base 60, només caldra observar les
successives divisions,

7933 |60

193 132 |60
133 12 2 <60
13

Aquestes impliquen, 7933 = 2-60% + 12-60 + 13 = 2,12, 13.

Taules i calculs

Existien taules per als calculs més diversos, productes, inversos, quadrats, cubs,
arrels quadrades i cibiques, i d’altres més complexos. Amb el seu ajut, els
calculs no contemplats a les taules podien desenvolupar-se amb més facilitat. Per
exemple, la multiplicacié es podria realitzar d’una manera equivalent a ’actual si
tenien les taules a ma o memoritzades®2 Aixi, la taula del producte per 25 tenia
una aparenca semblant a la segilient en que es representa una tauleta d’argila per
les dues cares:

22Per a una conjectura de com es podien dur a terme les multiplicacions sobre una superficie
d’argila fresca, en queé els simbols es podien esborrar, vegeu [[FRAH| [1994], 379-383.



4.1. Sistemes de numeracié. Origens

(1 «F
) <«
m T
v 1<
¥ ny
f N«
i TR
il M«
f <y
< 7<
<1 T«
| ¥
<M Ty
S ¥ <«
¥ i <¥

CH H@/

(¥ T
¢ K
<H F&y
« L
« M«
« F«
(QQ « <§<

Per realitzar productes de nombres que no hi apareixen, per exemple 34 x 25,
només calia fer 30 - 25+ 4 - 25. Aixi, si es volia calcular el producte més complex
2,13; 32,41 x 2,25, amb l'ajut de la taula del 25, i suposant que tenien la taula
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del 2 també a ma, o memoritzada, podien fer:

2,13 ; 32,41
x 2,25
16,40 «— |25 x 40
25| «— |25 x 1
12 5 30 — [25 x 30
50 — (25 x 2
5,25 — [25 x 13
50 — [25 x 2
120 — [ 2x40
2 — | 2x 1
1,0 — [ 2x30
4 — [ 2x 2
26 — [2x13
+ 4 — [ 2x 2
4,22,42 ; 58, 5
+1 11

5,22,43 ; 59, 5

Quan s’examinen les tauletes de productes, sembla raonable trobar les de nom-
bres que estan compresos entre 1 i 59, encara que no s’hagi trobat cap exemplar
d’alguna d’elles. Amb elles es podrien efectuar, com hem vist, d’altres productes
més complexos, de la mateixa manera que es poden efectuar en el dia d’avui amb
les taules de I'l al 10. Resulta, pero, sorprenent trobar taules de multiplicacié
per 1,20, per 1,30, o fins i tot, per 44,26,40. Una interpretacié ingénua podria
induir a creure en l'existencia de tantes taules com nombres utilitzaven, la qual
cosa provocaria problemes practics que no cal comentar, i més quan semblen del
tot innecessaries. Neugebauer atribueix 'existencia de les taules esmentades, a
la necessitat de dur a terme la divisié entre nombresZ Efectivament, resulta
que 0;1,20, 0;1,30 i 0:0,44,26,40 sén els inversos de 45, 40 i 81. Llavors,
la finalitat sembla evident. Es tracta de tenir aquestes taules a ma, per realitzar
divisions p/q, utilitzant els productes p- %. Aix{ és natural trobar gran quantitat
de tauletes d’inversos, semblants a la que adjuntem més avall, i les dels seus
productes.

#3Vegeu [NEUGEBAUER! [1957], 31-34 de ’edicié de 1969.
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En aquesta taula d’inversos, observem que no hi apareixen els inversos d’alguns
nombres com el 7 o I’11. La caracteristica comuna dels nombres absents és que
la seva part fraccionaria sexagesimal no es pot representar amb un nombre finit

d’unitats. Per tant, hi falten tots els nombres que tenen algun factor diferent del
2, del 3 o del 5, factors primers del 6024
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Comprovarem, per a 1'iltim nombre de la taula, que el desenvolupament
sexagesimal és finit. Assolirem 1'objectiu si podem expressar

1

= O qué n,peZt —{0}.

Observem que, 607 = (22-3-5)P =227 .37 .57 i 81 = 3% per tant

1 1 28.5% 160000

81 34 28.31.51  ¢pf

Ara només caldra expressar 160000 en base 60,

160000 |60

400 2666 (60
400 266 44 <60
400 26
40

160000 = 44-60%+26-60+40 implica que

1 160000 44 26 40

_ =4+ — 4+ — =0;0,44, 26, 40.
81 604 6024_6034_604 o

24Els nombres que tenen inversos amb desenvolupament fraccionari sexagesimal finit s’ano-
menen requlars. Vegeu Pactivitat LIIT31
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El sistema decimal posicional

La civilitzacié india fou la primera a utilitzar un sistema posicional en queé no
intervenia el principi additiu, la qual cosa s’aconsegui amb la introduccié de
simbols individualitzats per a cadascun dels nombres que representaven les uni-
tats de cada ordre. En ser 10 la seva base de numeracié, aixo implicava que
treballaven amb 10 simbols, xifres o numerals, entre els que n’incloien un per al
zero. El document més antic en que es demostra 1'us del zero i de la numeracio
decimal de posici6 és el tractat de cosmologia Lokavibhaga [Les parts de 1’Uni-
vers] de 'any 458 de la nostra era. Les xifres sén indicades pels seus noms en

llengua sanscrita23

eka 1| dvi 2| tri 3| chatur 4| pancha 5

shat 6 | sapta 7| ashta 8| nava 9| shunya 0

Quant a les figures numerals per designar aquests nombres, podem trobar els
seus origens a l’escriptura brahmi, en el segle 111 aC. D’aquesta es conserven
pocs simbols, i alguns d’ells es tracen encara amb més d’un trag, com el 2 que
es presenta amb dos tracos verticals, recordant I'estructura additiva. Aquesta
representacié evoluciona, fins que en el segle ViI trobem 10 simbols totalment
individualitzats, fets d’un sol trac. Aixi, per exemple, en un fragment del ma-
nuscrit Bakhshali de datacié problematica [Ix—x11], trobem els simbols28

~ Y%A N F A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Actualment usem el sistema ideat pels indis, el qual va ser ampliat pels arabs
en el terreny de la representacié de fraccions de la unitat mitjancant fraccions
decimals, amb una notacié similar a 'actualZ Moltes vegades se sol anome-
nar el nostre sistema, de numeracié arabiga, pero és de justicia anomenar-lo de
numeracié indoarabiga.

#Vegeu el “diccionari de simbols numérics” a [[FRAHI [1994], i concretament la pagina 1119
de 'edici6 espanyola de 1997. [PLAI[1998b], 116, fa notar la semblanga d’alguns d’aquests noms
amb els actuals.

26Vegeu [PLAl [1998b], 117, i TERAHI [1994], 865.

2T Vegeu [PLA [1998b] per a una visi6é amplia i documentada del desenvolupament del sistema
decimal posicional fins el segle XV, en qué apareix la primera aritmética —vegeu [SANTCLIMENT
[1482]— de la peninsula iberica, la qual fou escrita en catala.
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Una mica d’etimologia

Amb l'adopcié de la numeracié india per part dels arabs, aquests van traduir
la paraula sanscrita shunya que representava el zero, —la qual tenia significat
literal de “buit”—, per sifr que té el mateix significat. Aquesta paraula va passar
romanitzada a Europa, via Espanya i Franca, convertint-se en sifra, cifra, cyfra,
cyphra, zephirum, etc. A partir del segle xv s’utilitza per representar, a més
del zero, qualsevol altre signe o figura numeral. En castella ha quedat cifra, en
frances chiffre, en catala zifra, en alemany ziffer. En canvi els anglesos utilitzen
el terme numeral del llati numerus que el diferencia de nombre o ntimero —
number—. També en catala s’utilitza el terme numeral. Quant al terme “zero”
va resultar de la contraccié de la traduccié feta per Fibonacci de “sifr” per
“zephirum”.

Activitats 4.1

1. Useu com a base el nombre de dits d’una ma.

i) De quina manera indicarieu 23 amb dues mans?

ii) Quantes mans utilitzarieu per comptar 218 objectes, i com els represen-
tarieu?

2. Useu com a base les 12 falanges dels quatre dits d’una ma, prescindint del
polze. Quin és el nombre maxim d’objectes que poden comptar 5 persones, si
cadascuna d’elles utilitza una ma, —I’altra ma s’utilitza per assenyalar la falange
implicada en el recompte, i la persona que compta les unitats d’ordre més gran
no utilitza la falange que representa el 12—.

3. Hem trobat un cordill del que pengen 5 cordills. En el primer cordill s’han
practicat 3 nusos, en el segon 7, en el tercer cap, en el quart 4 i en el cinqué
2. Cada cordill representa un ordre d’unitats, i aquest creix seguint ’ordre dels
cordills d’esquerra a dreta.

i) Sabem que es treballa en base 10. Quin és el nombre representat en la
configuracio de nusos?

ii) Contesteu el mateix si la base és 8. I si la base és 67

iii) Utilitzeu nombres i lletres per representar la quantitat indicada si no conei-
xeu la base.
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4. Fabriqueu un abac roma i multipliqueu 1015 per 41. Representeu aquests
dos nombres i el resultat amb signes romans.

5. Multipliqueu, amb el sistema egipci, 271 per 13. Representeu el resultat en
escriptura jeroglifica.

6. Sobre descomposicié en fraccions unitaries.
i) Useu el procediment de Sylvester per descompondre 41/42 i 51/19, adjun-

tant la part entera quan calgui.

ii) Creeu una funcié amb el DERIVE la qual, donada una fraccié positiva, pro-
porcioni la seva descomposicié en part entera i en fraccions unitaries obtingudes
pel procediment anterior, com a coordenades d’un vector.

7. El métode presentat a la pagina per canviar de base I'expressié d’un
nombre decimal es pot generalitzar. Només cal canviar la base 60 per la base b
desitjada. Expresseu el nombre 811y en base Py

8. Traduiu la tauleta de la pagina[169.

9. Calculeu 41325 x 23(5. Actueu igual que hem fet a la pagina[I70.
10. Traduiu la taula de la pagina [I70.
11. Considereu la fraccié 187/160:

i) Calculeu el seu valor, trobant préviament 'invers de 160, tal com hem fet
per a l'invers de 81.

ii) Calculeu el seu valor mitjangant la taula d’inversos de la pagina [I70.
iii) Representeu el resultat amb els signes babilonis.
12. Tot i que en sén minoria, també s’han trobat tauletes amb inversos de

nombres no regulars, és a dir de nombres que tenen algun factor diferent del 2,
del 3 idel 5. Aproximeu l'invers del 7 fins I'ordre de la fraccié 6073.

13. Tractarem sobre els nombres regulars en diferents bases de numeracio.
i) Demostreu que el fet que la fraccié 1/n, n > 1 tingui desenvolupament
fraccionari sexagesimal finit, equival a que n = 2% -3% .57, en qué a, 3,~v > 0.
ii) Quin seria el teorema equivalent en base 107
iii) Quin seria el teorema equivalent en qualsevol base?

iv) L’invers del nombre 7 té desenvolupament finit en base 147

281 expressi6 Ny, significa que el nombre N esta expressat en base b.
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v) Quina és la base minima en qué els inversos de 2, 3 1 4, tenen desenvolu-
pament fraccionari finit? Contesteu la mateixa pregunta per al nombre 44.

14. Creeu amb el DERIVE unes funcions que transformin I'expressio de:

— Qualsevol nombre natural en base 10, en la seva expressié en base b € N.
[Feu que les unitats dels diferents ordres apareguin com les coordenades
d’un vector].

— Qualsevol nombre real positiu en base 10, en la seva expressié en base
b € N. Introduiu-hi una variable que indiqui el nombre d’unitats d’ordres
diferents que han d’aparéixer en la seva part fraccionaria. [Les unitats dels
diferents ordres enters i fraccionaris, presenteu-les com a coordenades de
vectors diferents].

— Qualsevol nombre en base b, en la seva expressié en base 10. [Introduiu les
diferents unitats del nombre en base b com les coordenades de dos vectors,
un per a la part entera i l'altre per a la part fraccionaria/.

— Qualsevol nombre en base by, en la seva expressié en base by. Introduiu-
hi una variable que indiqui el nombre d’unitats d’ordres diferents que han
d’apareixer en la part fraccionaria de by. [Introduiu les diferents unitats del
nombre en base by com abans].

4.2 Els terns pitagorics. De la tauleta Plimpton 322 al teorema
de Fermat

Passem a un altre dels problemes citats a la introduccié: la resolucié d’equacions
en nombres enters. En aquesta seccié tractarem les relacionades amb la recerca
de triangles rectangles de costats enters. Recordem que, en el nostre llenguatge
algebraic, anomenem tern pitagoric al conjunt de tres nombres enters x,y, z > 0

que satisfan 1’equacio,

:L‘2—|—y2:z2.

La recerca d’aquests terns va interessar els matematics des d’epoques molt an-
tigues. Concretament, es conserva una tauleta que demostra un coneixement
profund del tema a ’antiga Babilonia.

4.2.1 La tauleta Plimpton 322

La Plimpton 322 és una tauleta que es conserva a la George A. Plimpton Collec-
tion, Rare Book and Manuscript Library, de la Universitat de Columbia. Té una
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datacio6 entre el 1900 i el 1600 aC i va ser descrita, per primer cop, per Otto Neu-
gebauer i Abraham SachsZ La fractura de la seva part esquerra fa pensar que
formava part d’una tauleta més gran. Algunes de les seves inscripcions es troben
esborrades, la qual cosa no ha impedit fer-ne 'analisi i posterior interpretaci 20
A la figura adjunta, es troben reproduides les quatre columnes numeriques de la
taula. Hi falta ’encapcalament, en el qual sobre les columnes segona i tercera —
mirant de dreta a esquerra—, s’hi troben les paraules “amplada” i “diagonal” 52l

Resumim les conclusions de la seva analisi, seguint principalment ’article de
PrLaA [1995]:
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— Lasegona i tercera columnes representen un catet i la diagonal d’un triangle
rectangle. Aixo, a part de la indicacié ja citada de les seves capcaleres, es
conclou de 'observacié que la semisuma i la semidiferencia de les parelles
de cada fila sén quadrats perfectes en tots els casos, excepte les files 2,
9,13 i 15, en les columnes 3, 2, 2 i 3, respectivament. Per exemple,
considerem els nombres de la segona i tercera columna de la primera fila:

169 + 119
1,59 = 1191 } % = 144 = 12° 119 = 122 — 5
—

169 — 119 —

2,49 = 16919 5 25 = 52 169 = 122 + 5%.

29 Vegeu INEUGEBAUER—SACHS [1945].

30Per a una andlisi, interpretacié, correccié i reconstruccié del seu contingut, vegeu [PLA
[1995]. Vegeu també [BuCk [1980].
31Vegeu [VAN DER_WAERDEN [1961], 78.
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Si completem la parella 122 — 52, 122 4+ 52, amb 2-12 -5 = 120, obtenim
(122 — 552 + (2-12-5)% = (122 + 52)2.

Es a dir que tenim el tern pitagoric (119,120,169). En general, si repre-
sentem amb la lletra b els nombres de la columna 2, i amb la lletra d els
de la columna 3, tenim

7d+b:m2 d=m?+n?
2 —
L;b:nQ b=m?—n?.

Llavors, en ser
(m? —n?)? + (2mn)? = (m? 4+ n?)?,

les columnes 2 i 3 proporcionen un catet b i la hipotenusa d de diversos
triangles rectangles. Notem que hem topat amb el problema de la formacié
de terns pitagorics, la qual cosa ens informa de ’antiguitat del “teorema”
de Pitagores i de 'interes en trobar triangles rectangles de costats enters.

h=2mn

— Si es cerca 'altre catet h = 2mn del triangle s’observa que sempre és un
nombre regular, excepte en els casos erronis que hem citat. Per exemple,

Fila d? — 2= h? h

1a. 1692-119%2=1202 =— 120=2%-3-5
5a. 972— 65%2= 722 — 72=23.32
6a. 9812-3192=3602 — 360=23-32-5

— La primera columna de la taula proporciona els quadrats dels quocients
b/h, és a dir el quadrat de la tangent de I’angle a format pel catet h i la di-
agonal dB2 El fet de Paparicié d’aquests quocients déna una explicacié del
perque treballen amb h regular: s’obtenen quocients amb desenvolupament
fraccionari sexagesimal finit.

32També s’interpreta que en aquesta columna hi apareixen els quadrats de les secants d’aquest
angle, —sec? a = 1 + tan? a—, havent desaparegut el 1 com a conseqiiéncia de la fractura de
la taula. Vegeu [NEUGEBAUER! [1957] 37-38 de l’edici6 de 1969.
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— Del que hem dit, es pot reconstruir la part esborrada i corregir un cinque
error de la fila 8 en la columna 1. També es poden corregir els errors de
les columnes 2 i 3.

— Finalment, els terns s’han triat seguint el criteri anterior de regularitat, de
manera que els angles « implicats estiguessin entre 30° i 45°, en ordre
decreixent.

En resum, més de 1000 anys abans de Pitagores trobem que els matematics
babilonis estaven forca familiaritzats amb el teorema de Pitagores i eren capagos
de construir terns pitagorics per a les seves necessitats de calcul, demostrant un
coneixement profund de les seves propietats. Adjuntem la taula completa en les
seves parts esborrades i amb la correccié —ressaltada amb el signe e— dels cinc
errors esmentats.

0;59,0, 15 1,59 2,49 1
0; 56, 56, 58, 14, 50, 6, 15 56,7 1,20,25 e |2
0;55,7,41, 15,33, 45 1,16,41 | 1,50,49 3
0;53,10, 29,32, 52, 16 3,31,49 | 5,9,1 4
0;48,54, 1,40 1,5 1,37 5
0;47,6,41, 40 5,19 8,1 6
0;43, 11, 56, 28, 26, 40 38,11 | 59,1 7
0;41,33,45,14,3,45 o 13,19 | 20,49 8
0;38, 33, 36, 36 8,1 e |12,49 9
0;35, 10,2, 28,27, 24,26,40 | 1,22,41 | 2,16, 1 10
0;33,45 45 1,15 11
0;29,21,54,2,15 27,59 | 48,49 12
0;27,0,3,45 2,41 e | 4,49 13
0;25,48, 51,35, 6, 40 29,31 | 53,49 14
0;28, 13, 46,40 56 1,46 e 15

4.2.2 Els terns pitagorics en el mén grec

Procle atribueix a Pitagores i Platé dos procediments per trobar alguns tipus
particulars de terns pitagoricsB3d Allf diu que el primer construia terns, agafant
un nombre m senar, la meitat de la diferencia entre el seu quadrat i 1, i la meitat
de la suma entre el seu quadrat i 1. Es a dir,

m? —1 m2+1
9 T
S’ha conjecturat que aixo s’assoli mitjancant I'is de gnomons. Efectivament, si
considerem un quadrat de costat n enter, i li afegim un gnomon fins completar

33Vegeu MORROW] [1970], 340.
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un quadrat de costat n + 1, tenim que,
2 _ 2
n“+(2n+1)=(n+1)°.

Per tant, només caldra cercar n enter tal que 2n+1 sigui un quadrat m?. Llavors,

21
2 m .
2n+l1l=m"=n= 5 = m és senar.
Per tant, els nombres cercats séon
m? —1 m? —1 m?+1 . ,
, m, +1= en que m €s senar.
2 2 2
n-1 2
Q—TLVQLV
2
2 n (n-1) n—1
2n—1
2n-+1=m? — A2 2
i e
(n+1) (n+1)2

Quant a Platé, diu que va construir uns terns considerant un nombre parell 2m,
la diferencia entre el quadrat de la seva meitat i 1, i la suma entre el quadrat de
la seva meitat i 1. Es a dir,

m2—1, 2m, m?+1.

En aquest cas es conjectura amb la conversié del quadrat de costat n — 1, mit-
jancant el gnomon de superficie 4n, en el quadrat de costat n+ 1. En llenguatge
algebraic,

(n—1)>%*+4n = (n+1)2.

Llavors, cal cercar n tal que 4n sigui un quadrat. Es a dir n = m? i, per tant,
tenim els terns

m? —1, V4am2 =2m, m>+1 en qué m és natural .

Analisi del procediment euclidia

Més endavant, Euclides en el lema 2 de la proposicié 29 del llibre X dels Elements,
proporciona un procediment per calcular tots els terns possibles. Una analisi de la
proposicié utilitzant la nostra notacié algebraica podria ser el segiient. Suposem
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que tenim els enters x,y, z majors que 0, els quals satisfan z2 +y? = 22. Llavors,

Pt =y = (z+2)(z —2) =9°. (4.1)

Per tant z+x =u 1 z —x = v sén ambdéds parells o ambdods senars, perque si

no fos aixi,
ut+v . uU—v
i x=

2 2
A més, per la condicié (@1,

no serien enters.

z =

wu=Xm?> i v=XM2 XeN,
perque si aixo no fos cert, es podria escriure,
u=am?® i v=p0n% amba-f#k? YkeN.
Aixo portaria a la contradiccid,
> =u-v=am?- pn®#k*m?n? VkeN.

D’aquesta manera arribem al resultat d’Euclides. Qualsevol tern pitagoric es pot
expressar,
Am? — An? B Am? + An?
2 T 2
amb la condicié que Am? i An? sén ambdés parells o ambdés senars.

y=Amn, =

Amb aquest lema d’Euclides, la qiiestié ha quedat totalment resolta. De
totes maneres si donem valors a A\, m i n, observem que surten terns repetits.
Per exemple,

A m n‘)\m2 )\n2Hy r oz

2 5 1|50 2 |10 24 26
1 6 4| 36 16 ||24 10 26

Llavors, la qiiestié que es pot plantejar és la de cercar una expressié que pro-
porcioni tots els terns pitagorics de manera Unica. En primer lloc, a partir del
resultat d’Euclides, és clar que les expressions

Yy = 2mn, x:mQ—n2, x=m2+n2,

constitueixen una col-leccié de terns pitagorics. I, també ho sén encara que no
posem condicions sobre m 1 n. Pero, actuant d’aquesta manera en segueixen
sortint de repetits. Una estrategia per enfrontar el nostre problema és la de
trobar tots els terns anomenats primitius, —aquells tals que el maxim comu
divisor de z, y i 2z és 1—, i després multiplicar el tern per un parametre per
aconseguir-los tots. El teorema que determina tots els terns primitius, el qual
no demostrem, diu:
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Els enters z, y i z majors que 0 i primers entre si, satisfan I’equacio
22 + 9% = 22, si i només si, existeixen m,n € N primers entre si i de
diferent paritat, amb m > n > 0 tals que

x:mQ—nQ, Yy = 2mn, z=m?+n>.

A més la parella m,n és tnica per a cada tern xz,y,z. Tots els altres terns,
no primers entre si, es construeixen multiplicant els terns primitius per enters
majors que 1.

La proposicié I1.8 de I’ Arithmetica de Diofant

Després del segle 111 aC es produi un periode de decadencia en la matematica
grega, del qual es recupera una mica amb Ptolemeu [11] i posteriorment amb Dio-
fant [11] 1 la seva Arithmetica. Aquesta obra esta constituida de tretze llibres dels
quals només han sobreviscut els sis primers. Esta dedicada quasi integrament a la
resolucié d’equacions i sistemes determinats o indeterminats, recordant ’algebra
dels babilonis en no seguir el cami geometric. Tanmateix les seves resolucions
son exactes i no aproximades, i només s’hi troben implicats nombres enters o
racionals. Els problemes que s’hi proposen sén numerics i concrets, la qual co-
sa no significa que els meétodes que utilitza no siguin generals. Avui en dia,
anomenem també a les equacions indeterminades en nombres enters, equacions
diofantiques, i el seu estudi analisi indeterminada o diofantica. Fem notar que,
per primer cop, s’utilitzen notacions abreviades. Els nombres desconeguts reben
el nom d’arithmos (aptfués) els quals es representen amb la lletra ¢ i juguen un
paper equivalent a la nostra incognita x. Per exemple, utilitza les abreviatures

o
ATA — x4, K'Y — 5637 AT :c27 Me—s 29

Tenint en compte que els nombres eren designats per les lletres de Ialfabet B4 el
polinomi z* 4 323 + 22 + 8z + 2 s’escrivia ATAaKTyAYac¢n l\c}[ s.

A la proposicio 8 del llibre II trobem plantejat el problema de descompondre
un quadrat en suma de dos quadrats, que volem tractar perque déna un metode
totalment diferent de trobar terns pitagorics. En fem la presentacié, i a ’activitat
4.212] en proposarem 'estudi:

Proposicié I1.8: Descompondre un quadrat donat en dos quadrats.

Si volem descompondre 16 en dos quadrats i suposem que el primer és
un quadrat d'un arithmos, I'altre tindra 16 unitats menys un quadrat
d'arithmos i, per tant, 16 unitats menys un quadrat d'arithmos sén un
quadrat.

31Podeu estudiar la numeracié grega a [PEYROUX] [1993].
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Formem un quadrat d'un conjunt qualsevol d'arithmos disminuit en tan-
tes unitats com té |'arrel de 16, i sigui el quadrat de 2 arithmos menys
4 unitats. Aquest quadrat tindra aixi 4 quadrats d'arithmos i 16 unitats
menys 16 arithmos, que igualarem a 16 unitats menys 1 quadrat d'a-
rithmos, i sumant a un i altre costat els termes negatius i restant els
semblants, resulta que 5 quadrats d’arithmos equivalen a 16 arithmos, i
per tant, 1 arithmos val 16/5. Aixi un dels quadrats és 256/25 i I'altre
144/25, i la seva suma és 400/25, és a dir 16.

4.2.3 El teorema de Fermat

En un exemplar d’una edicié de I’ Arithmetica de Diofant, traduida al llati per
Claude Gaspard Bachet de Méziriac ’any 1621, es troba un comentari manuscrit
de Pierre de FermatB3 En el marge de la pagina on es troba la proposicié I1.8,
la qual permet donar un metode per trobar terns pitagorics, Fermat va escriure:

Cubum in duos cubos aut quadrato-quadratum in duos quadrato-quadratos
et generaliter nullam in infinitum, ultra quadratum, potestatem in duas
ejusdem nominis fas est dividere. Cujus rei demonstrationem mirabilem
sane detexi; hanc marginis exiguitas non caperet.

Es a dir, afirma que si n és un enter qualsevol més gran que 2, és impossible
trobar tres nombres enters x, ¥, i z no nuls tals que z" + ¢y = 2™.

Observem que Fermat s’inspira en el problema de Diofant i afirma, assegurant
tenir-ne la demostracié, que la generalitzacié del calcul de terns pitagorics a
exponents majors que 2 és impossible. D’alguna manera el teorema de Pitagores
ha sigut el responsable de ’aparicié d’'un dels enigmes matematics més grans
per a la posteritat. En cap dels escrits de Fermat se n’ha pogut trobar una
demostracié i cap matematic en va assolir una de completa fins que I'any 1995
ho feu Andrew Wiles, després d’un descomunal esfor¢ desenvolupat al llarg de
més de tres segles per la comunitat matematica 22

35Fermat [1601-1655] es dedica professionalment a les Lleis, era advocat i conseller del Par-
lement de Tolouse. Les matematiques van ser per a ell, com per a la majoria de practicants
de la seva época, una aficid, en no estar considerades professionalment i no impartir-se a les
Universitats. Entre les seves aportacions a la Matematica tenim la seva obra Ad locos planos
et solidos Isagoge, la qual juntament amb la Géométrie del filosof René Descartes [1596-1650]
introdui la geometria analitica, en que es fa un tractament algebraic de la geometria gracies a
la introduccié de coordenades.

35No és possible dividir un cub en dos cubs, una poténcia quarta en dues poténcies quartes i, en
general, una poténcia superior a la segona en dues poténcies de mateix exponent. Jo n'he descobert
una demostracié meravellosa, que I'exigiiitat d'aquest marge no pot contenir.

3TPer a un treball monografic sobre el teorema de Fermat, vegeu [OC.GTH [1995].
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Fermat utilitzava un metode del qual es proclama inventor com es despren

d’una carta a Carcavi [1659], qui la comunici a HuygensS3

I, com que els metodes que es troben en els llibres eren insuficients per
demostrar unes proposicions tan dificils, vaig trobar finalment una ru-
ta singular per fer-ho. Vaig anomenar aquesta manera de demostrar el
descens infinit, i me'n vaig servir al comengcament per demostrar propo-
sicions negatives com, per exemple, que no hi ha cap nombre menor en
una unitat d'un mdltiple de tres, que sigui composicié d'un quadrat i del
triple d'un altre quadrat; que no hi ha cap triangle rectangle, expressat
en nombres enters, tal que la seva area sigui un quadrat.

El fet que I'tltima propietat citada permeti una demostracié immediata del te-
orema per al cas n = 453 fa pensar que Fermat creia que el cas general tindria
una demostracio accessible mitjancant el seu metode, pero és ingenu pensar que
I’aconseguis.

Presentarem el metode del descens infinit amb 'exemple de la demostracié
de la incommensurabilitat de la diagonal i el costat d’un quadrat o, el que és
equivalent, la irracionalitat de v/2. Aquest problema és, també, equivalent a
demostrar que 22 = 2y? no té solucions enteres positives. Efectivament,

Si zg 1 yp sén solucions de 'equacié tindriem m% = 2y(2) i haurien de
ser parells. Llavors, x3/4 = 2y2 /4, és a dir

(3)=2(3)"

2 2

O sigui, que hem obtingut una solucié z; = z9/2 < xop 1 y1 =
Yo/2 < yo. D’aquesta manera, repetint el procés, podem obtenir
dues successions x, 1 vy, infinites i decreixents d’enters positius.
Aix0 no pot ser, perque en un nombre finit de passos exhaurim els

enters positius menors que un enter donat. Per tant 'equacié no té
solucié en nombres enters.

Activitats 4.2

1. Justifiqueu les afirmacions segiients:

38 Extret de [NoGUES| [1932], 15 de Iedicié de 1992.

39Gembla ser que aquest teorema, del triang